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Pobrano z arkusze24.pl
Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

Uwaga:
Gdy wymaganie egzaminacyjne dotyczy tresci z Il etapu edukacyjnego — dopisano ,G”".

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021’

Wymaganie ogoine Wymaganie szczegotowe

I. Wykorzystanie i tworzenie informacii. Zdajacy:

R6.2) wykorzystuje definicje i wyznacza
wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
dowolnego kata o mierze wyrazonej

w stopniach lub radianach (przez
sprowadzenie do przypadku kata ostrego).

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
D

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
[1l. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R6.4) postuguje sie wykresami funkciji
trygonometrycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiagzanie
C

! Zatgcznik nr 2 do rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 20 marca 2020 r. w sprawie szczegolnych
rozwigzan w okresie czasowego ograniczenia funkcjonowania jednostek systemu oswiaty w zwiazku
z zapobieganiem, przeciwdzialaniem i zwalczaniem COVID-19 (Dz.U. poz. 493, z pdZn. zm.).
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Zasady oceniania rozwigzati zadarn

Zadanie 3. (0-1)
Wymagania egzaminacyjne 2021
Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
[l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R2.6) dzieli wyrazenia wymierne.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R3.8) rozwigzuje rownania [...] z wartoscig
bezwzgledng, o poziomie trudnosci nie
WyZszym niz
[lx+ 1] —2| =3, |x+3|+ |x — 5] > 12.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
B

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
[l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacii. R5.1) oblicza granice ciggéw, korzystajac

z granic ciggéw typu 1/n, 1/n? oraz
z twierdzen o dziataniach na granicach
ciggow.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
11215

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spefniajgce warunki
zadania.

2. JeZeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na Zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg Inie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych bfedow rachunkowych rozwigzuje zadanie, to mozZe
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng moZliwg do uzyskania
liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)
Wymagania egzaminacyjne 2021
Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R1.2) stosuje w obliczeniach wzor na
logarytm potegi oraz wzoér na zamiane
podstawy logarytmu.

Zasady oceniania

ZAaJACY OrZYMUJE . .cccncicncie i ceercnrnser srnssres e es se s snes sess sees sees sees ses £e s £ees snes wes nes sens anan snnns 1p.

gdy podczas przeksztatcenia wyrazenia log; 4 lub log% poprawnie zastosuje wzoér na
2

zamiane podstaw logarytmu lub logarytm ilorazu/iloczynu, lub logarytm potegi, np.:

log- 4 log 4 4 4 o gy e a e
083 = 10g2 3 ! 10g2 18 — 1 = logzg » 108237 = 4l083 4, 1082 =log, + 08>
2
ZABJACY OZYMUIE +voveereee e e eese e seemeeseeessees seeeseeeseeessess s eesseesseesseeesseesseessees s 2p.
gdy:

o przeksztatci wyrazenie log; 4 lub log% lub oba te wyrazenia do takiej postaci,
2

z ktérej poprzez jednokrotne zastosowanie wzoru na zamiane podstaw logarytmu lub
logarytm ilorazu/iloczynu, lub logarytm potegi oraz ewentualne kilkukrotne
przeksztatcenie wyrazenia wymiernego uzyskuje sie teze
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ALBO

e wyznaczy log, 3 wzaleznosci od c:log, 3 = %

ZAAJACY OrZYMUJE . occcncecncien cees cerrcerrsser srn sres e es se s snes sess sees sees sees aes £ees £ees snes wes nens sens anas snens 3p.
gdy, stosujgc poprawng metode, przeprowadzi petny dowad.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy, przy rozpoczeciu przeksztatcania wyrazenia logs 4 lub , popetnia

4
Tog, 18-1
btad rzeczowy (niepoprawnie zastosuje wzér na zamiang podstaw logarytmu lub logarytm
ilorazu/iloczynu, lub logarytm potegi), lecz w dalszej czgsci rozwigzania kazdorazowo stosuje
te wzory poprawnie, to moze otrzymac za cale rozwigzanie co najwyzej 1 punkt.

Przyktadowe peine rozwigzania

Sposdb 1.
Przeksztatcamy wyrazenie log; 4, stosujgc wzoér na zamiang podstawy logarytmu:
log, 4
1 4 =
063 log, 3

Aby doprowadzi¢ do uzyskania w liczniku liczby 4, mnozymy licznik i mianownik utamka
przez 2. Otrzymujemy:

2-log,4 2-logy4 4
2-log23_ log, 9 _log29

Stosujemy wzor na réznice logarytmdw o tych samych podstawach i otrzymujemy:

4 4 4 4

log, 9 - logZE - log,18 —log,2 c—1
2
4 . .
Zatem log; 4 = ——7 - To nalezato wykazac.

Sposdb 2.
Podstawiamy log, 18 = ¢ do wyrazenia % i zapisujemy mianownik jako roznice

logarytméw o podstawie 2:
4 4

c—1=log218—10g22

Przeksztatcamy wyrazenie w mianowniku:

4 442
log, 18 —log, 2 log,9 2log,3 log,3

Stosujemy wzor na zamiang podstawy logarytmu:
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

2

2
= =21 2=1 4
log, 3 083 083

1
logz 2

Zatem % = log; 4 . To nalezato wykazaé.

Sposdb 3.
Przeksztatcamy log, 18 = log,(9-2) =log, 9 +log, 2 =log,9+1=2log,3+1=c

Obliczamy log, 3 = % Stad

log, 4 2 4

log,3 <1 c¢-1
2

logs 4 =

To nalezato wykazac.

Zadanie 7. (0-3)
Wymagania egzaminacyjne 2021
Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegotowe
[l. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentaciji. R3.7) rozwigzuje proste nieréwnosci
wymierne [...].
Zasady oceniania
ZAAJCY OLrZYMUJE .eececiieieasensmercnisnnssnsnes sess ssasaas saens ses sassasas saas ees sess susns sans enssensssanssnss 1p.
gdy:
2
e przeksztatci nieréwnosé 21x_xl < % do postaci % <0 Ilub
(2x—1)-5x—(2+2x)(1-x) _ 0
(1—x)-5x -
ALBO
¢ przeksztatci nierownosc le__xl < Z;JEx , mnozgc obie strony tej nieréwnosci przez

loczyn (1 —x)?(5x)?, do postaci
Sx-(1—-x)[(2x—1)-5x—(24+2x)-(1—x)] <0, gdzie x#0ix+#1

ALBO

. . . 2x—-1 _ 242
e przyjmie, ze x € (—o0,0)U (1,400) i przeksztatci nieréwnosé 1x_x < -é-xx

{mnozac obie strony nieréwnosci przez iloczyn (1 — x)5x } do postaci

2x—1)-5x =2 (2 +2x)(1 —x)

Strona 6 z 56



Pobrano z arkusze24.pl
Zasady oceniania rozwigzati zadarn

ALBO

e przyjmie, ze x € (0,1) i przeksztatci nierownosé 21x_—xl < 2-;335 {mnozac obie strony

nieréwnosci przez iloczyn (1 — x)5x } do postaci
2x—1):-5x<2+2x)(1—-x)

o B2 T T Vo 11 - 1 - 2p.
gdy:
. 12x%2-5x-2
e przeksztatci nieréwnoscé W
Sx-(1—-x)[2x—-1)-5x—2+2x)-(1—x)] <0
do postaci iloczynowej i zapisze

<0 lub

2 1
12(x—§)(x+z)(1—x)-5xs0,gdziexiO ix#1

ALBO
e rozwigze nierowno$¢ (2x —1)5x =2 (2+2x)(1—x) dla x € (—»,0) U (1, +)
i zapisze:
1
x € (_OOJ_Z) v (1, +OO)
ALBO
e rozwigze nieréwnos¢ (2x —1)5x<(2+2x)(1—x) dla x € (0,1) i zapisze:
2
e (0.)
x ( 3
ALBO

e speini wymagania za 1 punkt oraz obliczy wszystkie pierwiastki wielomianow
12x2 —5x — 2 i 5x(1— x) {albowielomianéw 5x(2x —1) i (2+2x)(1—x)}

o T Lo VY A T 3p.
gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania nierownosci i otrzyma poprawny wynik:

X € (—oo,—%) u(o,%) U (1, +0).

Uwagi:
1. Jesli zdajgcy mnozy obie strony nieréwnosci przez iloczyn mianownikéw bez rozpatrzenia
znakow tego iloczynu, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

2. Jesli zdajgcy nie wyltgczy ze zbioru rozwigzan nieréwnosciliczb x = 0 i x = 1, to otrzymuje
za cate rozwigzanie co najwyzej 2 punkty.

Przyktadowe peine rozwigzania

Sposdb 1.
Zaktadamy, ze x # 0 i x # 1. Przeksztatcamy rownowaznie podang nieréwnosc:

2x—1 24 2x
- <0
1—x 5x
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

10x%2 — 5x — 2 — 2x + 2x + 2x?

<
5x(1— x) =0
12x?% — 5x — 2
5x(1 — x)

Stad dostajemy

2 1
12(x—§)(x+z)(1—x)-5x50 i x#0 i x#1.

Zatem x € (—00, —%) U (0%) U (1, +0).

Sposdb 2.

Pobrano z arkusze24.pl

Zakladamy, ze x # 0 i x # 1. Przeksztalcamy réwnowaznie podang nhieréwnosc:

2x—1 24 2x
1—x 5x

5x(1—x)[10x% — 5x — (2 + 2x — 2x — 2x%)] £ 0,

< 0/- (1 —x)%(5x)?

5x(1 —x)[10x? —5x —2 +2x?] <0,

1 2
12(1—x)(x+z)( —E)SxSO i x#0 i x#1

Zatem x € (—00, —%) U (0,%) U (1, +0).

Sposéb 3.
2x—1 _ 242x

1. Rozwigzujemy nieréwnosé TS5 W zbiorze (—0,0) U (1, +0).

Przeksztatcamy réwnowaznie podang nieréwnosc:

2x—1 2+2x<0 " .
1—x  b5x /- (1 —x)5x

(2x—1)5x = (24 2x)(1 — x)

12x2—-5x—2=0

Otrzymujemy x; = —%, X, = % oraz x € (—00, —%) U (1, +).

2x—1 _ 2+42x .
1% = &x w zbiorze (0,1).

Przeksztatcamy rownowaznie podang nierownosc:

2. Rozwigzujemy nieréwnos¢

2x—1 24 2x
1—x 5x

(2x—1)5x <2+ 2x)(1 —x)

<0 /- (1-—x)5x

12x2—-5x—-2<0
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Zasady oceniania rozwigzati zadarn

. 1 2 2
Otfrzymujemy x; = —p X2=73 oraz x € (0, §)-

. . I .. 2x—=1 _ 242x . 1 2
Zatem zbiorem rozwigzan nieréwnosci T—x < < jest (—00, _Z) U (0, §) U (1, +0).
Zadanie 8. (0-3)
Wymagania egzaminacyjne 2021
Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
V. Rozumowanie i argumentacja Zdajacy:

G10.13) stosuje cechy przystawania
trojkatow [...].
R7.3) rozpoznaje figury podobne [...].

Zasady oceniania

ZAAJCY OLrZYMUJE ceeaeeucisiensansmerssinssssans nes sess sasa saas smnns ses sasssas saas ees sass susns sans mnnssensssssssnss 1p.
gdy:
e zapisze, ze trojkaty ABE i BCD (lub EBC i DCA) sa przystajgce
ALBO
s zapisze, ze trojkaty DBP i DCB (lub EBA) sg podobne lub zapisze odpowiednie
proporcje wynikajgce z tego podobienstwa
ALBO
e wyznaczy diugosé odcinka €D w zaleznosci od |DB|: |CD| = |DB| -7
ALBO
o zastosuje twierdzenie o stosunku pdl trojkatéw o tych samych wysokosciach (np.

Prpp _ IFDI)
Ppgp — IDG]

w sposobie 8. zapisze, ze
ALBO
e« umiesci trojkgt ABC w uktadzie wspélrzednych i wyznaczy wspoélrzedne punktow D
i E wzaleznosci od dlugosci boku trojkata ABC
ALBO
e narysuje odcinek DF rownoleglty do AC (sposodb 5.)i zapisze, ze trojkaty DGP i CEP
(lub trojkaty DBG i ABE) sg podobne
ALBO
¢ narysuje odcinek GF rownolegtydo AC (sposdb 7.)i zapisze, ze trojkaty GDP i ADC
(lub trojkaty GBP i ABE) sg podobne
ALBO
¢ narysuje odcinek EF rownolegtydo AB (sposob 4.)i zapisze, ze trojkaty ADC i EGC
(lub DBC i GFC,lub tréjkaty DBP i GEP) sg podobne
ALBO
s zapisze, ze trojkaty DBP i DAF sa podobne (sposéb 10.) lub zapisze odpowiednie
proporcje wynikajgce z tego podobienstwa

NTRALN
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

ZAAJACY OtrZYMUJE euceen cecn ceen cees cerrsre srr srr sres e s s s sees snss sees sees sees ses £ees £ees snes nen nes mens anan senns 2p.
gdy:

e zapisze, ze trékaty DBP i DCB (lub EBA) sa podobne i obliczy skale ich

podobienstwa: s = i

J7
ALBO
¢ zapisze uktad nie wiecej niz czterech niezaleznych rownan liniowych prowadzacych do
uzasadnienia tezy
ALBO

e zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi m i a, np.
2
(%a) =m?+(Bm)?—-2-m- 3m-% (sposéb 3.) oraz zapisze, ze pole trdkata

DBP jestréowne Ppgp = % |DP| - |BP| - sin 60°

ALBO
D A DP| _ 1
¢ wyznaczy stosunek diugosci odcinka DP do diugosci odcinka CD.m == (sposoby
4,5.,6.i7))
ALBO

e zapisze w zaleznosci od x = Pp;p pola trokatow: FGP, PHK, MPL, DBP i co
najmniej jednego z trojkgtow AFP (lub APM), PKC (lub PCL): Pggp = 3x,
Ppykx = 12x, Pyp, = 48x, Ppgp = 7x, Pppp = 6x, Ppgc = 24x (sposéb 8.)
ALBO

s obliczy drugg wspdtrzedng punktu P w zaleznosci od przyjetej zmiennej: yp = 1—‘?.«1
(sposdb 9.)
ALBO
: 1 : i
 zapisze Ppgp =73 Pprp | Pagc = Pprs + Paps + Ppcp + Pcar (sposcb 10.)
ZAAJGCY OlrZYMUJE ccueceucisiensansmers sinssussans nes srss sasa saas smsns ses sassnsas saas ees s0ss susns snns nnssensssanssnss 3 p.

gdy przeprowadzi petne rozumowanie.

Przykiadowe peine rozwigzania

Sposdb 1.

Tréjkaty ABE i BCD s przystajgce, gdyz |AB| = |BC|, |4BAE| = |4CBD| = 60° oraz
|AE| = |BD|. Zatem |4ABE| = |4BCD| oraz |4AEB| = |4BDC|. Stad wynika (cecha KKK),
ze trojkgt DBP jest podobny do trojkata DCB, a skala tego podobienstwa jest rowna

|BD|
§ = ——.
|CD|

Niech |DB| = a. Wtedy |BC| = 3a. Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata DBC otrzymujemy

1
|CD|=\/|BD|2+|BC|2—2-|BD|-|BC|-C0560°=\]a2+(3a)2—2-a-3a-5=\/7a
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a 1
Zatem s =——

av7 B ﬁ
Pole trojkata DBC jest trzecig czescig pola trojkata ABC, gdyz oba te tréjkaty majg wspdlng
wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka € oraz |BD| = %|AB|.
Poniewaz stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali ich podobienstwa, wiec
1 )2 1 1

Papgp =52'panﬂc =(ﬁ '§'pﬂABC=E'PﬂABC

To nalezato wykazac.

Uwagi:
1. Po wyznaczeniu diugosci |CD| = |BE| mozna wyznaczy¢ sinus kata DBE, korzystajac
z twierdzenia sinuséw. Wtedy otrzymujemy

|BE | 3 a

V3 sin|4DBE|
2

. J3

skad ADBE| = — , wiec

ad sin| I o7 e
. 1 (1 3) V3 3d*V3 (Ba)™W3 1 1 .
aopp =5 AN\ ) 55 T 28 4 21 21 AMEC

2. Dlugosc¢ odcinka €D mozemy tez obliczy¢ w inny sposob. Ponizej przedstawiamy dwa
z tych sposobow:
a) Niech M oznacza spodek wysokosci trojkagta ABC opuszczonej z wierzcholka C.
Wtedy

|CM| = oraz |MD|=|MB|_|DB|=E.3Q_Q=EG

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MDC otrzymujemy

|CD|=\](%&)2+(3GZ\/§)Z=\/?:=&\/7

b) Z twierdzenia Stewarta otrzymujemy

(3a)?-2a+ (3a)?-a =3a- (|CD|* + 2a - a)
3a-2a+ 3a-a=|CD|?+ 2a*
|CD|? = 7a?

|CD| = aN7

Sposéb 2.

Przyjmijmy, ze Ppspc =S, Papp = Q, Paare =Y, Papcp = X.

W dalszym ciggu rozumowania bedziemy wielokrotnie korzysta¢ z faktu, ze stosunek pdl
trojkgtéw o wspodlnej wysokosci jest rowny stosunkowi diugosci podstaw, na ktére ta wysokosc
jest opuszczona.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

C
E
A D B
1 2 1 2
Zatem PABE = §S, PCBE = §S, PDBC = §S, PADC = §S POﬂE\dtO
Pape _} oraz Pppp _ }
Pepp 2 Papp 2
Otrzymalismy wiec uktad réwnan
( 1
X==5
Q+X =3
2
{2Y+X = ES
1
Y +3Q = ES

Wyznaczajgc wielkos¢ X z pierwszego réwnania i wielkos¢ Y z trzeciego oraz wstawiajgc
wyznaczone wielkosci do rownania drugiego, otrzymujemy:

bs-a0)o (s-0) -

1

35=70
1

Q=ﬁs

To nalezato wykazac.

Sposéb 3.

Tréjkaty ABE i BCD sg przystajgce, gdyz |AB| = |BC|, |4BAE| = |4CBD| = 60° oraz
|AE| = |BD|. Zatem |AABE| = |4BCD| oraz |AAEB| = |4BDC|. Stad wynika (cecha KKK),
ze trojkat DBP jest podobny do tréjkata DCB.

Zatem ﬁg = gg = %,wiec |BP| = 3|DP| oraz |4BPD| = 60°.0Qznaczmy |DP| = m.

Witedy |BP| = 3m.
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Z twierdzenia cosinusow dla trojkgta DBP otrzymujemy

|BD|% = |DP|? + |BP|?> — 2- |[DP| - |BP| - cos 60°

1 1
(Ea) =m2+(3m)2—2-m-3m-5

czyli
2
Stad
1
—a =7
9 m
———
m 63a
Pole trojkgta DBP jest rowne
1
Pogp ==-|DP|-|BP|-sin60° = =-
DBP = 5 |DP| - |BP|-sin 2
3 1 1 a3
= — —az\/E:—
4 63 21 4

To nalezato wykazac.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

m-3m
1
ﬁ' ABC
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Sposéb 4.
Oznaczmy przez a dlugosé boku tréjkata ABC. Prowadzimy odcinek EF réwnolegty do
boku AB tréjkata ABC.

Tréjkaty ADC i EGC s3 podobne (cecha KKK), wige
|[EG| |AD| 2 ICG| _ICE| 2

—_——=——=— ora
ICE| ~ |AC| 3

L = ——=
[CD| |AC| 3
Stad

_1 c6l = 2 |cp|
a—ga oraz —3

W N

\EGl =2 |cE| = 2
3 3

Z drugiej réwnosci wynika, ze |GD| = % |CD].
Trojkaty DBP i GEP sa podobne (cecha KKK), wiec

1
IDP| |DB| sa 3

|GP| — |EG]| _ga 4
Zatem

IICDI—ICD

~N|w

3
DP| =< |DG| =
IDP| = 2 |DG|

Trojkaty DBP i DBC majg wspdlng wysokos¢ opuszczong z wierzcholka B, wiec

Ppgp |DP| 1 : 1
=ﬁ=§s czyli PDBP=§PDB.:-

Ppgc
Ponadto Ppgc = %PABC, gdyz tréjkaty DBC i ABC majg wspolng wysokos¢ opuszczong

z wierzchotka C i |DB]| =%|AB|,M$C

1

11
Pppp = 7PDBC =§'§PABC = ﬁPABC-

To nalezato wykazac.
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Sposdb 5.
Oznaczmy przez a diugosé boku trojkgta ABC. Prowadzimy odcinek DF réwnolegty do

boku AC trojkata ABC. Niech G oznacza punkt przecigcia odcinkow BE i DF.

Trojkat DBF jest rGwnoboczny, a jego bok ma dlugosé %a.
Trojkaty DBG i ABE sa podobne (cecha KKK), wiec

IDG| |AE| 1
IDB| ~ 14B] 3
Stad
11 1
|DG|=§'§G=§G

Trojkaty DGP i CEP sa podobne (cecha KKK

~

, wiec
1
|DP| _ DG 92 1
ICP| ~|CE| %, 6
3
Zatem |DP| =%|CD|.
Tréjkaty DBP i DBC majg wspdlng wysokos¢ opuszczong z wierzcholka B, wiec

Ppgp  |DP| 1 : 1
=m=§s czyli PDBP=;PDB.:-

PDBC

Ponadto Ppgc = %PABC, gdyz tréjkaty DBC i ABC majg wspodlng wysokos¢ opuszczong

z wierzchotka C i |DB]| =%|AB|,M$C

1

11
Pppp =7PDBC = ;'EPABC =ﬁPABC-

To nalezato wykazac.
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Sposéb 6.
Oznaczmy przez a diugosé boku trojkagta ABC. Wtedy |AD| = |CE]| =%a oraz

|AE| = |DB| = %a. Prowadzimy odcinek EF roéwnolegly doboku CD trojkata ACD.

C

z 3
3(1

Tréjkaty AFE i ADC sa podobne (cecha KKK), wiec

IEF| |AE| 1 |AF| |AD| 2

Icp| ~ Tac] 3 9% 1aE| " jac| 3
Stad

\EF| = ~|CD| AF| = 21aE| = 2. Lq 2 2

—3 oraz —3 —3 3&—9&

Zatem |FB| = |AB| — |AF| = a —éa = §a.

Tréjkaty FBE i DBP sa podobne (cecha KKK), wiec
1
\PD| _|DB| 3@ 3

=3 _=_
=7

|[EF| ~ |FB| Lgq 7
9
Stad
|DP|—3|EF|—3 IICDI—ICD
7 7 3 _7| |

Trojkaty DBP i DBC majg wspdlng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka B, wiec

Ppgp _|DP| 1

= ==, czyli Ppgp ==Pppc-
Posc  IDC| 7 y pBP = 7 I'DBC

Ponadto Ppgc = %PABC, gdyz tréjkaty DBC i1 ABC majg wspolng wysokosc opuszczong

z wierzchotka C i |DB]| =%|AB|,Wi$C

1

11
Pppp =§PDBC = ;'EPABC =ﬁPABC'

To nalezato wykazac.
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Sposdb 7.
Przez punkt P prowadzimy odcinek GF réwnolegty do boku AC trojkata ABC. Trojkat GFB
jest rownoboczny. Oznaczmy dlugos¢ boku trojkgta ABC przez a iodcinka BF przez x.

Trojkaty GBP i ABE sg podobne (cecha KKK), wiec

1
IGP| |AE| 3@ 1

|GB] _14B] _ a 3

Stad |GP| = 5x.
Trojkaty GDP i ADC sg podobne (cecha KKK), wiec

|IGP| |AC|] a 3 |PD| |GP|

—— = =5—== A =

GDI ~ [AD] ~ 2, 2 [cDI ~ JAC]

3
2 .
Stad |GD| = §|GP|,W|@C
IDBI =GBl — 16D| = x =223 = =
- ~X73'3% 79"

1 7 . 3
Zatem 3a=gx czyli x =za.

, . |PD GP :
Korzystajgc z proporcji ﬁ = ﬁ , otrzymujemy

1

|PD]
|CD]

x =g
_3" _37 1
a

a 7

Trojkaty DBP i DBC majg wspdlng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka B, wiec

Ppgp _ |DP| 1
Pppc  IDC] 7

czyli  Pppp = ;PDBC :
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Ponadto Ppge = %PABC, gdyz trojkaty DBC i ABC majg wspolng wysokos¢ opuszczong

z wierzchotka C i |DB]| =%|AB|,M$C

P 1ID 1 11D 1P
pep =7 Fppc = 7" 3 apc =57 Fasc

To nalezato wykazac.

Sposdb 8.
Przez punkt P prowadzimy odcinki MH, GL i FK réwnolegte do bokéw — odpowiednio —

AB, BC i AC trékata ABC. Podzielilismy w ten sposdb tréjkat ABC na trzy trojkaty
rownoboczne FGP, PHK, MPL i trzy réwnolegtoboki BGPH, PKCL i AFPM. Oznaczmy
pole tréjkata DGP przez x.

C

P
2x \x
F D G
Trojkaty FBP i ABE sa podobne (cecha KKK). Zatem %:%:% , wiec
|FP| = 3IFBI 3|FK| gdyz tréjkat FBK jest rownoboczny. Stad Ilgfi: %
, , . |PH| _ 1
Tak samo wnioskujemy, ze MP| = 2
" . . |FP| _ |AC|] _ 3 . .
Trojkaty FDP i ADC sg podobne (cecha KKK), wigc IFD| = 1aD| = 2° a stad wynika, ze
b6l _ 1
|[FD| — 2
Trojkaty FDP i DGP majg wspolng wysokos¢ opuszczong z wierzcholka P, wiec
Ppgp _ IDG| _

PFDP |FD| 2, Wlec PFDP = 2x, SKQd PF(;p = 3x.

Trojkaty rownoboczne sg podobne, wigc stosunek ich padl jest réwny kwadratowi skali ich
podobienstwa. Zatem

Pror _ (m) _1 wiee Ppyy = 4Prgp = 4+ 3x = 12x
PPHK |PK| 4 ' PHK FGP

oraz

Peax _ IPHTY’ . . wiec Pyp; = 4P = 4+ 12x = 48x
PMPL IMP] 4 €C Fypy PHK
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Trojkaty FGP i GBP majg wspdlng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka P, wigc

Prgp _ [FG| . o . . ..
Trojkat PHK i BHP réwniez majg wspolng wysokoS¢é opuszczon
PGBP |GB| JKaty ] poling wy p a
|KH|

P
Z wierzchotka P, wiec LK —
° Peup  IBH|

Zatem, wobec |FG| = |PG| = |BH| oraz |GB| = |PH| = |KH|, otrzymujemy
Prgp  Ppux |FG| |KH| _
Pggp Pgup |GB| |BH]|

Poniewaz P;pp = Pgyp, WigC FPgpp = Ppyp =/ Prgp * Ppuk-

Ana|Oglcznle Otrzme]emy PKPC - PPCL — "‘PPHK * PMPL oraz PAFP — PAPM — “[‘PFGP . PMPL'

Zatem

Pgpp = Pgyp = V3x - 12x = 6x,
Pypc = Ppc, = V12x - 48x = 24x,
Parp = Papy = V3x - 48x = 12x.
Pole trojkata ABC jest wiec rowne

Papc = Prgp + Ppxn + Pupr + 2Psgp + 2Pkpc + 2Papp =
=3x+12x+48x+2-6x+2:-24x+ 2-12x = 147x

Natomiast pole trojkata DBP jestrowne

PDBP =PDGP+PGBP=X+6x=7x

1 1
Wobec tego Pppp = 7x = 57 - 147x = 53 Psp¢ -

To nalezato wykazac.

Sposéb 9.
Oznaczmy dtugosc boku tréjkata ABC przez a. Umieszczamy trojkat ABC w ukladzie

wspotrzednych tak, aby A = (0,0) i B = (a,0), awierzchotek C lezat w pierwszej éwiartce
uktadu wspdtrzednych.

yh
av3| c
2 ;
a3 |
6
P
A EID IB ‘;
0 a a a x
6 2 3¢
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_(a a3\ , _ (2 (1 a1l a/3\ _(a a/3
Wedy € = (3.%°).0 = (50.0).7 = (3-3.3-9) = (5-°)

Wspdtczynniki kierunkowe prostych €D i BE sgrowne

a3 a3

—_——0 —0 Jv3
(.ICD = az 7 = _3\,‘3 oraz (.IBE = _2 = __5 .

7 3¢ ¢

Zatem prosta CD ma rownanie y = —3\/§(x — %a), natomiast prosta BE ma réwnanie

y=—§&—®-

y=-33(x-a)

Obliczamy wspotrzedne punktu P, rozwigzujac ukfad réwnan 3 . Stad
=-—%x—-a)
ofrzymujemy x = %a oraz y = —g(l%a - a) = %a, wigc P = (%a,”lj—ga). Zatem
1 V3 11 V3
Pogp 3’ |DB| -, a _23% e 1
Pagc a*v3 T a3 21
4 4

. 1
Czyll PDBP = HPABC p

To nalezato wykazac.

Sposéb 10.
Tréjkat ABC umieszczamy na sieci ztozonej z przystajgcych trojkatow rownobocznych (jak
narysunku). Punkty F, G, H, R, S towybrane wezty sieci.

Niech jednostkg pola bedzie pole jednego elementarnego trojkata sieci.
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|DP| |DB‘|
|FD| |AD|
|FD| = 2|DP|, wiec |DP|= %lPFl. Trojkgty DBP oraz PFB majg wspolng wysokosé

Pppp _ IDP| _ 1 1
Pprg _ IPF| CZ}’“ Pppp =3 Prre =3 .

Tréjkat DBP jest podobny do trojkata DAF (cecha KKK), wiec . Stad

opuszczong z wierzchotka B, wiec

Poniewaz

Pagc = Pprs + Paps + Pgcp + Poar = PPRS"‘EPAFBS +EPBGCP +EPARCH

wiec
P —1+1 4+1 4+1 4 =7
ABC = 2 2 5 T

Zatem Ppgp = 21—1PABC . To nalezato wykazac.

Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

[1l. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R10.2) oblicza prawdopodobienstwo
warunkowe.

Zasady oceniania

ZAAJACY OLrZYMUJE eucecn i ceen cecs cecrser ser srn sres e es se s snes sess sees sees sees aes £e s £ es snes Res nes nens anan snnns 1p.
gdy:
e zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| = 9000
ALBO
+ zastosuje poprawng metode zliczania elementow zbioru B, zawierajgcego wszystkie
liczby naturalne czterocyfrowe podzielne przez 18 (np. poprzez wykorzystanie
wlasnosci ciggu arytmetycznego, stosowanie cech podzielnosci liczb catkowitych)
ALBO
e zastosuje poprawng metode zliczania elementow zbioru ANB (np. poprzez
wykorzystanie wtasnosci ciggu arytmetycznego, stosowanie cech podzielnosci liczb
catkowitych)
ALBO
e zapisze, ze jezeli A jest zdarzeniem polegajgcym na wylosowaniu liczby podzielnegj
przez 15, toiloczyn zdarzeh A N B oznacza wylosowanie liczby podzielnej przez 90

o T Lo VY A T 2p.
gdy:

e obliczy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B: |B| = 500
ALBO

e obliczy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A N B: |A N B| = 100
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ZAAJACY OtrZYMUJE euceen cecn ceen cees cerrsre srr srr sres e s s s sees snss sees sees sees ses £ees £ees snes nen nes mens anan senns 3p.
gdy:
s obliczy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B oraz obliczy liczbe
zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A N B: |B| =500, |[A N B| = 100

ZAAJACY OtrZYIMUJE ... e e e i reesems saamss sres mems ammssss ses mee smansmas seses mees mammmmssssns senen 4 p.

gdy zastosuje poprawng metode i obliczy szukane prawdopodobienstwo warunkowe:
18 1

P(A|B) = =%

Uwagi:

1. Jesli zdajgcy rozwigze zadanie, rozpatrujgc wszystkie liczby naturalne spetniajgce warunek
1 < x £ 9999, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jesli zdajacy, wyznaczajac, ile jest liczb podzielnych przez 18 lub 15, rozwaza, ze sg one
mnigjsze niz 9000, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

3. Ignorujemy zapis P(A|B) = |A|Ef|,
ze zliczat wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce iloczynowi tych zdarzen.

4. Jezeli w sposobie zliczania elementow zbioru |B| (lub |A N B|) opartym na kolejnych
wyrazach ciggu arytmetycznego zdajgcy poprawnie ustala pierwszy i ostatni wyraz ciggu
oraz roznice tego ciggu, to przyjmujemy ten sposéb zliczania jest poprawny. Jezeli
natomiast btednie ustali pierwszy lub ostatni wyraz ciggu, lub réznice tego ciggu, to sposéb
uznajemy za niepoprawny. Jezeli zdajgcy podzieli zbidr wszystkich liczb catkowitych
czterocyfrowych na roztgczne niepuste podzbiory i zlicza liczby podzielne przez 18 (lub 90)
w kazdym z tych podzbiorow, to ten sposéb uznajemy za poprawny tylko wtedy, gdy popeini
btad w zliczaniu co najwyzej w jednym z tych podzbioréw.

jezeli z rozwigzania zdajgcego jednoznacznie wynika,

Przyktadowe petne rozwigzanie
Niech A oznacza zdarzenie, Zze wylosowana liczba jest podzielna przez 15.
Niech B oznacza zdarzenie, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 18.

W zadaniu mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo P(A|B) = PE:;ESB )
Zbidr liczb naturalnych czterocyfrowych zawiera 9000 elementéw, zatem [Q| = 9000.
Do zbioru B nalezg liczby: 1008, 1026, 1044, ..., 1008 +(n—1)-18 (gdzie

1008 + (n — 1) - 18 < 9999, a liczba naturalna n jestliczbg elementéw zbioru B).

Poniewaz

9999 — 1008
n< 18 + 1 =>500,5

wiec n = 500.
Zatem
500 5 1

P(B) =5500 =90~ 18"

Zdarzenie AN B zachodzi tylko wtedy, gdy wylosowana liczba jest jednoczes$nie podzielna
przez 15 iprzez 18, czyli przez 90.
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Do zbioru A N B naleza zatem liczby: 1080, 1170, 1260, ..., 1080 + (m — 1) - 90 (gdzie
1080 + (m — 1) - 90 < 9999, a liczba naturalna m jest liczbg elementéw zbioru A N B).
Poniewaz

9999 — 1080
m<L—————+1=100,1
90
wiec m = 100.
Zatem
P(ANB) = 100 = !
9000 90°

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego otrzymujemy

18

P(AF‘IB)_ B B
B~ L 90"

PUIB) = —5

1
c

Bl=g ]~

Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

P8.1) wyznacza réwnanie prostej
przechodzgcej przez dwa dane punkty

(w postaci kierunkowej lub ogolnej);

R8.1) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej.

Zasady oceniania

ZAaJACY OtrZYMUJE .uceen e ceen cees cecimrr mer srs sres se s se s snes snss sees sees sees ses £ees £ees snes wen nen Rens anan snnns 1p.
gdy:

¢ wyznaczy réwnanie prostej AB, np.: y = —7x + 50
ALBO

e obliczy diugos$é odcinka AB oraz pole tréjkata AOB: |AB| = 15v2, Pasop = 75
ALBO

s wyznaczy rownanie prostej prostopadtej do AB: y = %x
ZAAJACY OtFZYIMUJE .. e e e i reesems saamss sees mems ammssss see mee smansmas seses mees mammmmss s seeen 2p.
gdy:
_1
« zapisze uktad réwnan ztozony z rownan dwoch prostych: y=gx

y=-=7x+50
ALBO
e obliczy promien okregu, korzystajgc ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej lub
obliczajgc wysokosc tréjkata AOB: 7 = 5v2
ALBO
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e zapisze, ze punkt stycznosci prostej AB do okregu ma wspélrzedne P = (xo, f (xo))

i f'(xp) =—7,9dzie f(x) =Vv50—x2i50—x2>0
ALBO
e zapisze odlegtos¢ g (lub kwadrat odlegtosci) punktu (0,0) od dowolnego punktu

prostej AB w zaleznosci od jednej zmiennej, np. g(x) = \/xz + (—7x + 50)2
ALBO
¢ wyznaczy réwnanie proste] AB oraz poda wspotrzedne wektora prostopadtego do
prostej AB

o T Lo V01 Ao T 3 p.

gdy zapisze réwnanie z jedng niewiadomg, prowadzgce do obliczenia wspétrzednych punktu
2

stycznosci, np.: %x = —=7x+50 lub x? + (%x) =50, lub x? 4+ (=7x + 50)? = 50, lub

—2x |7-0+0-50|
————=-7,lub /(x2 + (—7x + 50)2) = ——=—
2,/50—x2 /72+12
ZAAJCY OlrZYMUJE ceeceucisiuasansmerusinsssnsans nes sess sasa saas smens ses sasssas saas nes sass susns sans enssnnssssnssnss 4p.

gdy zastosuje poprawng metode i obliczy promien okregu oraz wspoétrzedne punktu stycznosci
prostej AB do okregu: 7 = 5v2, P = (7,1).

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy realizuje strategie rozwigzania i jedynym btedem zdajgcego, ktéry jednak nie
utatwia zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest btgd polegajacy na:
a) zastosowaniu nieistniejgcego wzoru \Ja?+b2=a+b lub (a+ b)? = a? + b?
b) niepoprawnym uzyciu wspélrzednych punktow A i B przy wyznaczaniu rownania prostej AB
c) niepoprawnym zastosowaniu wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej lub na odlegtosc
dwéch punktéw, lub wzoru na pole tréjkata, lub réwnania okregu
d) niepoprawnym wyznaczeniu wspotczynnika kierunkowego prostej prostopadtej do danej
prostej
e) wyznaczeniu jednej z niewiadomych zréwnania x2 + y? = 50 bez koniecznych zatozen

to zdajacy otrzymuje co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajgcy wyznaczy rownanie prostej AB i obliczy promien okregu stycznego do
prostej AB, a nastepnie poda (bez obliczen) wspdlrzedne punktu stycznosci, to otrzymuje:
— 3 punkty za cate rozwigzanie, jesli nie sprawdzi rachunkiem, ze punkt P = (7,1) nalezy
do prostej AB oraz do prostej prostopadtej (lub do prostej AB i okregu)
— 4 punkty za cate rozwigzanie, jesli sprawdzi, wykonujgc stosowne obliczenia, ze punkt
P = (7,1) nalezy do prostej AB oraz do prostej prostopadtej (lub do prostej AB i okregu).
3. Jezeli zdajacy odczyta z rysunku wspdtrzedne punktu stycznosci P = (7,1) (bez obliczen)
i obliczy dlugos¢ promienia, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie. Jezeli zdajgcy nie
sporzadzi rysunku i poda bez stosownych obliczen wspéhrzedne punktu stycznosci
P = (7,1) i obliczy diugo$¢ promienia, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposdb 1.
Wyznaczamy rownanie prostej AB.

Niech y = ax + b bedzie réownaniem kierunkowym prostej AB.
Punkty Ai B lezg na tej prostej, wiec:

—6=8a+b i 15=5a+b

Stad a = =7 i b =50.

Prosta AB ma rownanie:

—w postaci kierunkowej: y = —7x + 50;
—w postaci ogdlnej: 7x + y — 50 = 0.

Obliczamy odlegto$¢ punktu O od prostej AB:
|7-0+0-50 50
V7Z+ 12 50

Obliczona odlegtos¢ jest diugoscig promienia okregu: d(0,AB) =1 = 5v2.

d(0,AB) = 50 = 5v2

Przez P oznaczmy punkt stycznosci prostej AB do okregu.
Prosta OP przechodzi przez punkt O = (0,0) i jest prostopadta do prostej AB, wiec ma

réwnanie: y = %x.

Obliczamy wspdirzedne punktu P:

1

y=—7x+50

Rozwigzaniem tego uktadu jest paraliczb x =7 i y =1, wiec P = (7,1).

Sposodb 2. Przez uktad z okregiem (1)

Wyznaczamy réwnanie prostej AB jak w sposobie 1.
Prosta AB ma rownanie:

—w postaci kierunkowej: y = —7x + 50;

—w postaci ogdlnej: 7x + y — 50 = 0.

Obliczamy odlegtos¢ punktu O od prostej AB:
|7-0+0—-50] 50
V72 + 12 V50

Obliczona odlegtosc¢ jest diugoscig promienia okregu: d(0,AB) =r = 5v2.

d(0,AB) = 50 = 5v2

Réwnanie okregu o érodku w punkcie O = (0, 0) i promieniu 7 = 5v2 maposta¢ x% + y% = 50.
Przez P oznaczmy punkt stycznosci proste] AB do okregu x? + y? = 50.
Obliczamy wspdirzedne punktu P:
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y=-=7x+50
{x2+y2=50

Rozwigzaniem tego uktadu jest paraliczb x =7 i y =1, wiec P = (7,1).

Sposdb 3. Przez uktad z okregiem (2)

Wyznaczamy réwnanie prostej AB jak w sposobie 1.
Prosta AB ma rownanie:

— w postaci kierunkowej: y = —7x + 50;

—w postaci ogélnej: 7x + y — 50 = 0.

Obliczamy odlegtos¢ punktu O od prostej AB:
|7-0+0-50] 50
V7Z+ 12 50

Obliczona odlegto$é jest diugoscig promienia okregu: d(0,AB) =1 = 5v/2.

d(0,AB) = 50 = 5vV2

Réwnanie okregu o érodku w punkcie O = (0, 0) i promieniu r = 5v2 maposta¢ x? + y% = 50.
Przez P oznaczmy punkt stycznosci prostej AB do okregu x2 + y2 = 50.
Prosta OP przechodzi przez punkt O = (0,0) i jest prostopadta do prostej AB, wiec ma

réwnanie: y = 7X.
Obliczamy wspoirzedne punktu P:

x?+y?=50

: L : x=7 X =-—
Rozwigzaniami tego ukfadu sg pary liczb: {y 1 oraz {y= 1 -

o wspdirzednych (—7,—1) nie nalezy do prostej oréwnaniu y = —7x + 50, wiec P = (7,1).

Poniewaz punkt

Sposaéb 4.
Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y = —7x + 50 (np. jak w sposobie 1.).
Obliczamy diugosc odcinka AB:

|AB| = /(8 —5)% + (=6 — 15)2 =9 + 441 = V450 = 15V2

Obliczamy pole trojkata ABO:
1 1 1
P =E|(5_8)(0+6)_(15 +6)(0—8)| =5|—18+ 168| =E-150 =75

Promien okregu jest wysokoscia tego trojkgta poprowadzong na bok AB, wiec
2-P 2-75 150 10
r = = = = ——= 5\/2_
|[AB| 152 15v2 <2

Przez P oznaczmy punkt stycznosci proste] AB do okregu x2 + y? = 50.
Obliczamy wspdirzedne punktu P:
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y=-=7x+50
{x2+y2=50

Rozwigzaniem tego uktadu jest paraliczb x =7 i y =1, wiec P = (7,1).

Sposdb 5. Punkt stycznosci przez pochodng
Wyznaczamy réwnanie prostej AB jak w sposobie 1.
Prosta AB ma rownanie:

— w postaci kierunkowej: y = —7x + 50;

—w postaci ogélnej: 7x + y — 50 = 0.

Obliczamy odlegtos¢ punktu O od prostej AB:
|7-0+0-50] 50
V7Z+ 12 50

Obliczona odlegto$é jest diugoscig promienia okregu: d(0,AB) =1 = 5v/2.

d(0,AB) = 50 = 5vV2

Réwnanie okregu o érodku w punkcie O = (0, 0) i promieniu r = 5v2 maposta¢ x? + y% = 50.
Przez P oznaczmy punkt stycznosci prostej AB do okregu x2+ y? = 50. Punkt P lezy
w | éwiartce uktadu wspélrzednych (poniewaz prosta AB przechodzi przez I, Il i IV éwiartke
uktadu wspélrzednych), wiec punkt P nalezy do wykresu funkcji f okreslonej wzorem
f(x) =V50 —x2 , gdzie 50 —x? > 0. Zatem P = (xo, f(x,)), przy pewnym x, takim, ze
50 —x2 >0 oraz f'(xy) = —7.

Obliczamy wspotrzedne punktu P:

—2x
') = ——
/ 250 — x2
7 7 i 50—x2>0
— -_— —_—_—_— —x
V50 — x2

Stad otrzymujemy x = 7. Zatem P = (7,f(7)) = (7, 1).

Sposob 6.
Wyznaczamy rownanie prostej AB jak w sposobie 1.

Przez P oznaczmy punkt stycznosci prostej AB do okregu.

Wektor OP jest wektorem prostopadtym do prostej AB, wiec jest postaci [7t, t], przy pewnym
t # 0. Zatem punkt P ma wspétrzedne P = (7t,t).

Punkt P nalezy do prostej AB,wigc 7-7t+t—50=0.Stgd t =1 i P =(7,1). Promien
okregu jest zatem réwny r = |OP| = V72 + 12 = 5¢/2.
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Zadanie 11. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

R3.1) stosuje wzory Viéte'a;

R3.2) rozwigzuje rownania i nierownosci
liniowe i kwadratowe z parametrem;
R3.7) rozwigzuje proste nierownosci
wymierne [...].

Zasady oceniania

Rozwigzanie sktada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nierownosci A > 0: m # 1.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga do pierwszego etapu:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje nierownos¢ A = 0, to za pierwszy etap otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwigzaniu nierownosci x; + x; < xi + % :
1
Za poprawne rozwigzanie drugiego etapu zdajgcy otrzymuje 3 punkty.

Podziatl punktow za drugi etap rozwigzania:

1 punkt zdajgcy otrzymuje, gdy:
x1+x;

Co o 1 1 .
e przeksztatci nierébwnosé x; + x, <  Tx do postaci x; + x, < lub
1 X

X1X%2
(1 +x2) - (1122)% < (31 + x2) %1%,
ALBO
e wyznaczy pierwiastki tr¢jmianu 4x? —2(m + Dx + m: x; = % . = %
2 punkty zdajgcy otrzymuje, gdy zapisze nierownosc z jedng niewiadomg m:

2(m+1)
2(m + 1) "

4 L
4

lub

l.me, ub
gty set 2 4 2

2(mt1) _ 2

4

3 punkty zdajgcy otrzymuje, gdy rozwigze nieréownosc¢

=3

m € (—oo, —1) U (0, 4).

Strona 28 z 56



Pobrano z arkusze24.pl
Zasady oceniania rozwigzati zadarn

Uwagi do drugiego etapu:

2m+1) _ 20
4 L
!
to za drugi etap moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.
2. Jezeli zdajacy:

1. Jezeli zdajgcy, rozwigzujgc nierownosc¢

, nie uwzgledni warunku m # 0,

. . s 1 1 . .
¢ mnozy nierownos¢ x; +x; < —+— stronami przez iloczyn  x;-x; bez
1 X2

rozpatrzenia znaku tego iloczynu
ALBO
X1+ xp

e dzieli nierownos¢ x; + x, <
1%

stronami przez sume x; + x, bez rozpatrzenia
znaku tej sumy

to za drugi etap moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu szukanych wartosci parametru m:
m € (—oo,—1) U (0,1) U (1, 4).
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi do trzeciego etapu:

1. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe w etapach | i Il (nie otrzymujgc pustego zbioru
rozwigzan ani zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych), lecz konsekwentnie wyznaczy
iloczyn w etapie Ill, to za lll etap otrzymuje 1 punkt.

2. Zdajgcy moze otrzymac 1 punkt za |l etap, jezeli jedynymi btedami jakie popetni w | i Il
etapie sg btedy rachunkowe.

Przykiadowe petne rozwigzanie

| etap

Tréjmian 4x2 — 2(m + 1)x + m ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste wtedy i tylko wtedy,
gdy jego wyrdznik jest dodatni, czyli

A=[-2m+1)]*—-4-4-m>0
i rownowaznie dalej

4m?2 —8m+4>0

4m - 1)2%>0
m=1
Il etap
Warunek x; +x, < xl+xl ma sens liczbowy tylko wtedy, gdy Zzaden z pierwiastkéw
1 2

trgjmianu 4x% —2(m + 1)x +m nie jest réwny 0, czyli gdy x;x, # 0. Ze wzoru Viéte'a
otrzymujemy % # 0, czyli m # 0.

I ‘s 1 1 . o . Xqt+xy
Nierownos$¢ x; + x, < -+ — zapisujemy w postaci rownowaznej x; + x, < xl x2 i po
1 x2 .
zastosowaniu wzoréw Viete’'a otrzymujemy
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2(m+1)
2(m+1) n
<
4 L
4

i rownowaznie dalej

(m—l—1)<2(m+1)
2 - m

2 1 1

(m+ )_m+ -

m 2
4 —
(m+1) m(m+1)20
2Zm

2m(m+1)4—-m) =0 i m#0

Stad m € (—oo,—1) U (0, 4).

Il etap
Wyznaczamy czes¢ wspodlng zbioréw rozwigzan nieréwnosci otrzymanych w | i |l etapie
rozwigzania: m € (—o0,—1) U (0,1) U (1, 4).

Uwaga:
Zamiast korzysta¢ ze wzordw Viéte’a, mozemy wzér tréjmianu  4x%2 —2(m + Dx +m
zapisa¢ w postaci rownowaznej:

4x% —2mx — 2x +m = 2x(2x —m) — 2x —m) = (2x — 1)(2x —m)

Stad wynika, ze pierwiastkami tego trgjmianu sg liczby x4 =% oraz x; = % dla kazdej

wartosci parametru m. Pierwiastki sg rozne wtedy i tylko wtedy, gdy m # 1.

Pierwiastki te mozna tez wyznaczy¢, korzystajagc ze wzoréw na pierwiastki trgjmianu
kwadratowego. Poniewaz wyréznik A trgjmianu 4x? —2(m + 1)x + m jest kwadratem
wyrazenia 2(m — 1), wigc

2(m+1)-2(m-1) 1

= 2-4 =2

2(m+1)+2(m—-1) m

2= 2-4 ~2
. y 1 1 _ .1 m 2
Witedy nieréwnosc¢ x1+x2£z+g przyjmie postac §+?52+E

Nieréwnosc¢ ta ma sens liczbowy tylko dla m # 0.

. o .1 2 . .
Przeksztatcajgc nieréwnoscé 5+ % <2+ - otrzymujemy kolejno
m 2 3
————-=<0
2 m 2
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(m+ 1D(m —4) N
2m -

2mm+1)(m—4)<0 i m#0

0

Stad m € (—oo,—1) U (0, 4).
Uwzgledniajgc uzyskany wczesniej warunek m # 1, otrzymujemy ostatecznie
m € (—oo,—1) U (0,1) U (1, 4).

Zadanie 12. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R6.6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne [...].

Zasady oceniania

ZAAJACY OlrZYMIUJE euceen cecn ceen cecs cerrmrr mrr srn sres sees sees snes sess mees sees sees ses £e s £ees snes Ren nes mens anan snnns 1p.
gdy:
, o : : V2
¢ zapisze alternatywe réwnan cosx —sinx =0 lub cosx +sinx = 5
ALBO
¢ zastosuje wzér na cosinus podwojonego argumentu i zapisze rownanie

2 . .
cos2x = %(COSX —sinx) w postaci

(cosx — sinx)(cosx + sinx) = TCCOSX —sinx)
ALBO

. . . 2 . .
s Zzapisze rownanie cos2x = g (cos x — sinx) w postaci

T _ o W _ T
cost=cosx-cosz—smx-smz lub cost=cosx-smz—smx-cosz

ZAAJACY OtrZYMUJE .euceen e ceen cees cerrmer sen srn snes sees sees snes snss sees sees sees ses £e s £ees snes Ren wes mens anan snnns 2p.
gdy:
s zapisze alternatywe réwnan cosx —sinx =0 lub cosx +sinx = 5 | spetni jeden
Z ponizszych warunkow:
1) rozwigze réwnanie cosx —sinx =0: x = %+ km, gdzie k jest liczbg calkowita,

T
lub x = T
L , : 2 : 1
2) przeksztalci rownanie cosx + sinx = % do postaci cos (% - x) =3,
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2
3) skorzysta z ,jedynki trygonometrycznej”, zapisze uktad réwnan { €0S:% -k SInE = o

sin? x + cos?x = 1
i przeksztatci go do réwnania, w ktérym wystepuje jedna funkcja trygonometryczna
zmiennej x:
2 2

(@—cosx) +cos?x=1 lub sin2x+(§—sinx) =1
lub 2C052x—\/ECOSX—%=O lub 25in2x—\/§sinx—%=0
ALBO

e przeksztatci réwnanie cos 2x = %(cosx —sinx) do postaci cos2x = cos (x + g)

ZA@JACY OlrZYMUJE .. ceiceecec crrrssssssssssssssses e e se e snes sesssess sess aes aens sees sees snsnsnesssesssensanas senss 3p.
gdy:
s rozwigze réownanie cos x —sinx = 0: x = %+ km, gdzie k jestliczbg catkowita, lub

m ' ‘s .
x = — oraz speini jeden z ponizszych warunkow:

4
A . . 2 . 1
1) przeksztalci rownanie cosx + sinx = g do postaci cos G - x) =5
. 2
2) skorzysta z ,jedynki trygonometrycznej’, zapisze uktad réwnan {COS EhSIMA =5
sinx + cos?x =1

i przeksztatci go do réwnania, w ktérym wystepuje jedna funkcja trygonometryczna

zmiennej x:
2 2

(@—cosx) +cos?x=1 lub sin?x+ (@—sinx) =1

lub 2coszx—ﬁcosx—%=0 lub 25in2x—ﬁsinx—%=0

ALBO
. L : : V2 .
¢ zapisze alternatywe réwnan cosx —sinx = 0 lub cosx + sinx = = oraz zapisze
poprawnie  jedng serig rozwigzan réwnania cosx + sinx = g:
g— x= g+ 2km lub %— x= —1—; + 2km, gdzie k jest liczbg catkowitg
ALBO

e zapisze poprawnie jedng serie¢ rozwigzan rownania cos 2x = cos (x + g)
2x = x+ % + 2km lub 2x = — (x + E) + 2km, gdzie k jestliczbg calkowitg (bez
wyznaczenia rozwigzan z danego przedzialu), albo zapisze poprawnie jedno

. . . T 7
rozwigzanie w przedziale (0,7): 1 lub VR
ALBO
e zastosuje wzor na roznicg cosinusow i przeksztatci rownanie cos2x = cos (x + B

do postaci:
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ZAAJCY OlrZYMUJE ceeceucisiunsansmerusinssansans nes sess sss saas smens ses sasssas saas nes sass susns sans nnssenssssnssnss 4p.
gdy:
e rozwigze réwnanie cosx —sinx =0 w przedziale (0,7): % i speini jeden
z ponizszych warunk ow:

- . . b4 1. . . . .
1) rozwigze roéwnanie cos (- - x) =5 | poda dwie serie rozwigzan:

4
%— X = %+ 2km oraz %— X = —%+ 2km, gdzie k jest liczbg catkowitg (bez

wyznaczenia rozwigzan z danego przedziatu)

2) przeksztalci réwnanie 2 sin? x — /2 sin x — % = 0 do alternatywy:

: V2+/6 : V2—/6
sinx = — lub sinx = Y
ALBO
przeksztatci rownanie 2 cos? x — /2 cosx —% = 0 do alternatywy:
V2+/6 V26
cosx = — lub cosx = )

ALBO

e zapisze poprawnie dwie serie rozwigzan réwnania cost:cos(x+Z):

2x = x + % + 2km oraz 2x = — (x + B + 2km, gdzie k jest liczba catkowita (bez

wyznaczenia rozwigzan z danego przedziatu)

ALBO
C e . . (3 T . 7

e rozwigze réwnanie sin (Ex + §) = 0 w przedziale (0,): iVl
ALBO

e rozwigze réwnanie sin (%x — %) = 0 w przedziale (0,m): %
ALBO

s Zzapisze poprawnie dwie serie rozwigzan rownan sin @x + %) =0 i sin (%x - %) = 0:

2 g g . ,
x= —% + Ekn oraz x = g + 2km, gdzie k jest liczbg catkowitg

ZAAJCY OTFZYIMUJE ..ccne et st casans res s caaa saas saees seas sasaas saas aees s ss sasas sans msns sensssssssnes 5p.

gdy zastosuje poprawng metode rozwigzania rownania cos2x = % (cosx —sinx) i poda

. . . . 7
prawidtowe rozwigzania w przedziale (0, ): % , % .

Uwagi:
1. Jesli zdajgcy zapisze réwnanie

(cosx —sinx)(cosx + sinx) = ?(COSX — sinx)
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i podzieli obie strony réwnania przez cosx —sinx (bez rozstrzygania sytuacji, gdy

cos x = sinx), otrzyma réwnanie cos x + sinx = % i doprowadzi rozwigzanie do korica,

to traktujemy to jako btgd merytoryczny, nie przekreslajgcy catosci rozwigzania i zdajgcy
moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli jedynym bltedem zdajgcego jest bigd przy przepisywaniu wzoru trygonometrycznego,
np. zapisuje sinus sumy argumentéw zamiast sinusa ich réznicy, i konsekwentnie
doprowadzi rozwigzanie do konca, to zdajgcy moze otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajgcy, rozwigzujgc jedno z otrzymanych rownan, stosuje metode analizy

starozytnych, np. podnosi obie strony réwnania cosx +sinx = g do kwadratu i nie

odrzuci rozwigzan obcych, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

Przyktadowe peine rozwigzania

Sposéb 1.
Poniewaz
V2 . V2. W2 T o n
7(cosx—smx)=cosx-7—smx-?=cosx-cosz—smx-smz=cos(x+z),

wiec réwnanie cos2x = % (cosx — sinx) mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej
T
Ccos 2x = cos (x + Z)
Jego rozwigzaniami sg liczby x spetniajgce warunek
2x = x +—+ 2kn Iub 2x——(x—l—n)+2kn'
! B 4

gdzie k jestliczba catkowita.
Stad x = X+ 2km lub 3x = — %+ 2km, czyli x = L+ 2km b x = — %+ >k
ad x = T lub 3x = —7 m, czylix = 7 T lub x = — 35+ k.
Zatem rozwigzaniami rownania cos 2x = g(cosx —sinx) w przedziale (0,7) sg liczby:

T oar I8
1 oraz 12 -

Sposdb 2.
Po skorzystaniu ze wzoru na cosinus podwojonego argumentu otrzymujemy réwnanie

2
(cosx — sinx)(cosx + sinx) = T(COSX —sinx)

Jest ono rownowazne alternatywie dwoch réwnan:

V2

cosx —sinx =0 Ilub cosx +sinx =7

Roéwnanie cosx —sinx = 0 mozna rozwigzac graficznie albo algebraicznie, zapisujgc je

z wykorzystaniem wzoru redukcyjnego np. w postaci cos x = cos (% — x) . Rozwigzaniami
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ostatniego réwnania sg liczby spetniajgce warunek x = % —x + 2km lub x = — @ — x) + 2km,

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita. Stad x = g + km, gdzie k jest dowolng liczbg

catkowita, wiec rozwigzaniem rownania cos x —sinx = 0 w przedziale {0,m) jest liczba %.

V2

Réwnanie cosx + sinx = - rozwigzujemy, stosujgc wzory redukcyjne oraz wzor na sume

sinuséw. Otrzymujemy kolejno:

sin(g—x) +sinx = g

¥4 '[9
——x+x ——x—x V2
2sin| 2#¥=— | . cos | F—mro | = —
2 2 2
o V2
ZSIH(Z)'COSG_ —?

ms(g_x)%

Rozwigzaniami otrzymanego rownania sg liczby spetniajgce warunek

g— x= %+ 2km lub g— x=- % + 2km, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.

Stad x = —% + 2k lub x = % + 2km, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.
Zatem rozwigzaniem rownania cos G — x) =% w przedziale (0,m) jestliczba Z—z

Ostatecznie, rozwigzaniami réwnania cos2x = %(cosx —sinx) w przedziale (0,m) sa

. T 7
liczby 7 oraz .

Sposdéb 3. Po skorzystaniu ze wzoru na cosinus podwojonego argumentu otrzymujemy
rownanie

2
(cosx — sinx)(cosx + sinx) = T(Cosx —sinx)
Jest ono rownowazne alternatywie dwoéch rownan:

V2
cosx —sinx =0 Ilub cosx +sinx =—

Rownanie cosx —sinx = 0 mozna rozwigzac¢ graficznie albo algebraicznie, zapisujac je

z wykorzystaniem wzoru redukcyjnego np. w postaci cosx = cos (g = x) . Rozwigzaniami

ostatniego réwnania sg liczby spetniajgce warunek x = % —x + 2km lub x = — @ — x) + 2km,

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita. Stad x = % + km, gdzie k jest dowolng liczbg

catkowita, wiec rozwigzaniem réwnania cos x —sinx = 0 w przedziale {0,m) jest liczba %.

V2

Réwnanie cosx +sinx = - rozwigzujemy, stosujgc wzér cos? x + sin’x = 1.
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Zapisujemy uktad réwnan

. V2
CosSXx +sinx =7

2y =1

cos? x + sin
Stad otrzymujemy kolejno
2
(\/E

7—sinx) +sin2x—1=0

1
Zsinzx—ﬁsinx—5= 0

Podstawiamy sinx = t iwtedy 2¢% — V2t —3 = 0.

Rozwigzaniami tego rownaniasg t = V{EI‘/E lub t = ﬁ;‘/g.
Poniewaz
2+V6 21 2 /3
\/_4 \f_— =§-E+%'§= sin 45° - cos 60° + cos 45° - sin 60° = sin 105°

J2

i sin105° 4+ cos 105° = =5 wigc x = 105° = Z—g jest rozwigzaniem réwnania

cosx +sinx = % w przedziale (0,7).

. . V2—/6 . . . - . . : .
Poniewaz ‘/_4‘/_ < 0, wiec rownanie sinx = &4‘@ nie ma rozwigzan w przedziale (0, ).
Ostatecznie, rozwigzaniami réwnania cos2x = T(r:osx —sinx) w przedziale (0,m) sa

7T

. s
liczby 7 oraz 4.

Sposdb 4.
Przeksztatcamy réwnanie jak w sposobie 1. do postaci cos 2x = cos (x + E) skad

cost—cos(x+%) =0

Stosujemy wzdr na réznice cosinusow i otrzymujemy:

2x+x+E 2x—x—E
—2sin _— - sin _— =0
2 2

_(3 ﬂ:)_O|b _(1 ﬂ.')_o
sin 2x+8 = u sin 2x 3) =

Stad

wiec %x +:3—r = km lub %x — g = km, gdzie k jestliczbg calkowitg, czyli x = —% + %kn’
lub x = %+ 2km, gdzie k jestliczba calkowita.

Rozwigzaniami rownania cos2x = cos (x + E) w przedziale (0,m) sa liczby % oraz g.
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Zadanie 13. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich [...].

Zasady oceniania

ZAAJCY OTFZYIMUJE ..cce e e e ecc s asams nes s s caaa aas sanns seas ssaaas saas aees sss sasas sans menssensssssssnns 1p.
gdy:
e zapisze zaleznos¢ migdzy dtugosciami bokow trojkata ABC, wykorzystujgc warunek
_— a+b—c 1
dotyczacy promienia, np.: > — =%¢
ALBO

e zapisze zaleznosci miedzy dtugosciami bokow tréjkata ABC, diugosciami dwoch
odcinkéw stycznych i promieniem okregu wpisanego w tréjkat , np.a=x+1,b =y +r,

S5r=x+y
ALBO
e zapisze tangensy katow % [ % w zaleznosciod 7, x i y, np.: tg%|f =§, tg%:%
ZAAJACY OtrZYMUJE .eucecn cecn ceen cees srrrmer sen srr sres se s se s snes sess sees sees sees ses £ees £e s snes nes Res menn ann snnns 2p.

gdy:
s zapisze rownanie kwadratowe z dwiema niewiadomymi wynikajgce z zastosowania
twierdzenia Pitagorasa, np.:
2
a? + @c - a) =c? lub a?+ (7r —a)? = (5r)?
ALBO
e zapisze rownanie trygonometryczne prowadzace do wyznaczenia kgta ostrego trojkata,

np.:

sina + cosa = T
ALBO
e zapisze réwnanie trygonometryczne prowadzace do wyznaczenia kata ostrego trojkata,

np.:

1 1+tg%

@ a
tgz 1 —tg;

ALBO
e Zzapisze rownanie trygonometryczne prowadzgce do wyznaczenia kata ostrego trojkata,
np.:
25-sin2a = 24

KOMISIA Strona 37 2 56

EGZAMINACYINA



Pobrano z arkusze24.pl
Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

ZAAJACY OtrZYMUJE euceen cecn ceen cees cerrsre srr srr sres e s s s sees snss sees sees sees ses £ees £ees snes nen nes mens anan senns 3p.

gdy:

e rozwigze ofrzymane rownanie kwadratowe (np.: a = %c lub a = %c) lub obliczy stosunek
dwaoch réznych bokow trgjkata, np.: % = % lub % = %

ALBO

e rozwigze ofrzymane réwnanie kwadratowe i obliczy zalezno$¢ miedzy dtugoscig
przyprostokatnej trojkata i promieniem okregu wpisanego, np.: a = 4r lub a = 3r
ALBO

e zapisze rownanie, w ktérym wystepuje tylko sinus/cosinus kata ostrego trékata, np.
2
sin? a + (% - sinc{) =1

ALBO
1+tg(7) a  a 1 a 1
e rozwigze rownanie —gv+ ——F = 5 zniewiadomg tg5: tg5 =5 lub tg5 =5
tg(z)  1-tg(3) 2" ®27 3 272

ALBO

e zapisze dwa rownania z tg samg niewiadomg

1 —2sin%a = % lub 1—2sina = —2—75.

ZAAJACY OtrZYMUJE .. ceen cecn cien cees sercmre srn srn sres sees sees snes snss sees sees sees aes £ees £ees snes Ren nens sens anas snnns 4p.

gdy zastosuje poprawng metode i obliczy wartosc sinusa wigkszego z katow ostrych trojkata: % .

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy, realizujgc strategie rozwigzania zadania, popetnia btedy rachunkowe, ktére
nie przekreslajg poprawnosci rozumowania i doprowadza rozwigzanie do korica to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy rozwigze zadanie do konca i w odpowiedzi zapisuje: sina =% oraz

sinff = % to otrzymuje 3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jezeli zdajgcy, realizujgc strategie rozwigzania zadania, popeini btagd merytoryczny
i doprowadza rozwigzanie do konca, to moze otrzymac¢ maksymalnie 2 punkty za cate
rozwigzanie, o ile wczesniej zdajgcy nie nabyt praw do otrzymania 3 punktow.

4. Jezeli zdajgcy zapisze bez uzasadnienia, ze boki trdjkata majg dtugosci 3r, 4r, 5r
i w odpowiedzi poda sinus wigkszego z katow ostrych, to otrzymuje 1 punkt za cate
rozwigzanie.

5. Jezeli zdajgcy btednie zatozy, ze r > c, to otrzymuje 0 punktow za cate rozwigzanie.
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Przyktadowe petne rozwigzania

Sposdb 1.
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c — dlugosci bokow trgjkata ABC
a, B — miary katow ostrych trojkata
r — promien okregu wpisanego w trojkat ABC. (Zobacz rysunek).

B

atb—c

Wtedy a® + b%? =c? oraz r = >

. . . ) 1
Z warunkow zadania wynika, ze r = zC.

Zatem
¢c a+b-—c
5 2
2¢ =5a +5b— 5¢
7
b==c—a

5

Podstawiajgc otrzymang zaleznos¢ do rownosci wynikajacej z twierdzenia Pitagorasa,
otrzymujemy:
7 2
24 (2. _ — 2
a“ + (SC a) c

14 24
2a° ——ac+—c%?=0

5 25
25a® —35ac +12¢2 =0
Potraktujmy otrzymane rownanie jak rownanie kwadratowe z niewiadomag a i parametrem c.

Otrzymujemy zatem
A = (—35¢)>—4-25-12¢% = 25¢?

_356‘—56‘_3 ~ _356+56_4
=750 5" aTT55 T3¢
3 7 3 4 4 7 4 3 .
Gdy a =§C,t0Wtedy b =§c—§c =§c,agdy a =§C,t0 b =§c—§c =§C.Wkazdym

z tych przypadkow otrzymujemy wiec taki sam trojkat (z doktadnoscig do oznaczen). Bez straty
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e . R 3 . 4 .
ogblnosci mozna przyjac, ze a =zgC | b =zc. Przy oznaczeniach z rysunku mamy
3 4
. g€ 3 . b TC 4 . . .
sina =%=5T= ¢ oraz sinf§ == =5T=§ .Katy a i B s3 ostre, wiec ten z nich ma

wiekszg miare, dla ktérego sinus przyjmuje wiekszg wartosc.

Zatem sinus wiekszego z katéw ostrych trojkata ABC jest rowny % .

Uwaga:
Réwnanie 25a% — 35ac + 12¢? = 0 mozemy tez podzieli¢ stronami przez c2. Otrzymujemy

2
wtedy réownanie kwadratowe 25( ) —35- (%) + 12 = 0 z niewiadoma %. Rozwigzujac to

réwnanie, otrzymujemy % =§ lub % = %. Sa to wartosci sinusa kata a.

Sposdb 2. (rownosc¢ odcinkéw stycznych oraz twierdzenie Pitagorasa).
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c — dlugosci bokow tréjkata ABC

a, B — miary katow ostrych trojkata

r — promien okregu wpisanego w trojkat ABC. (Zobacz rysunek).

B

C A

Zakladamy, ze bok BC jest sumg odcinkéw o diugosciach a —r oraz r.

Poniewaz z tresci zadania wynika, Zze ¢ = 5r, wiec na mocy rownosci odcinkéw stycznych,
przeciwprostokatna jest sumg odcinkéw o dlugosciach a —r oraz 5r — (a — 1) = 6r —a.
Otrzymujemy zatem tréjkat prostokatny ABC, ktérego boki majg diugosci: a, 7r — a oraz 5r.
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa i zapisujemy réwnanie z dwiema niewiadomymi:

a’+ (7r — a)? = (51)?

To réwnanie jest réwnowazne réwnaniu a? — 7ar + 12r% = 0.
Powyzsze rownanie traktujemy jako rownanie kwadratowe z niewiadoma a iz parametrem 7.
Obliczamy wyréznik:

A=(-7r)2—4-1-12r2 =r?

i otrzymujemy dwa rozwigzania:

r +r
a= =4r oraz a =
2 2

r—r
= 3r

Jesdli a=4r, towtedy b = 7r — 4r = 3r. Jesli a=3r,to b = 7r — 3r = 4r.
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W kazdym z tych przypadkow otrzymujemy wiec taki sam tréjkat (z doktadnoscig do

oznaczen). Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze a = 4r i b = 3r.

Przy oznaczeniach z rysunku mamy si _a_-r_= raz si B—E—E—E Poniewaz
y oznaczeniachzrysunkumamy sina = - =g =g orazsinf=—=c-=¢.

katy @ i [ sag ostre, wiec ten z nich ma wiekszg miarg, ktérego sinus przyjmuje wieksza
wartosc.

Zatem sinus wiekszego z katéw ostrych trojkata ABC jest réwny % .

Sposaéb 3.
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c — dlugosci bokow tréjkata ABC
a, B — miary katow ostrych trojkata
r — promien okregu wpisanego w trojkat ABC. (Zobacz rysunek).

B

C A

Wtedy a®+ b%? =c? oraz r = a+§_c . Z warunkéw zadania wynika, ze 7 = %c. Zatem
¢c a+b-c
5 2

2c =5a + 5b — 5¢
5a+ 5b="7c

a b 7
5

c ¢
. . a ; . b . . .. .
Poniewaz E= sina | = = cos @, wiegc mozemy zapisa¢ rownanie trygonometryczne
) 7
silha + cosa = —

Z uktadu rownan
7
5

a=1

sin@ + cosa =

sin? @ + cos?

. . 3 . 4 . . . L
obliczamy sina = H lub sina = T Wowczas — odpowiednio do otrzymanych wartosci sina

4 . 3 .
— mamy: cosca::g:smﬁ lub Cosa’=§=smﬁ.
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Katy a i [ sag ostre, wigc ten z nich ma wigkszg miare, dla ktérego sinus przyjmuje wigksza

wartos¢. Zatem sinus wiekszego z katow ostrych trojkata ABC jest rowny % .

Sposdb 4. (pole i obwéd tréjkata).

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c — dlugosci bokéw trojkata ABC

a, B — miary katow ostrych tréjkata

r — promien okregu wpisanego w trojkat ABC. (Zobacz rysunek).

B

C A

Poniewaz z tresci zadania wynika, ze ¢ = 51, wiec ze wzoru na promien okregu wpisanego
w ten trojkat otrzymujemy zalezno$é
_a+t b — 5r
T2
Zatem
a+b=7r

Ponadto wiemy, ze pole trojkata jest réwne iloczynowi promienia okregu wpisanego i potowy
obwodu trojkata, wiec

1 1
Py=1r-p =T'E(a+b+6)=?”‘§(7?'+5?")=6r2

Zapisujemy zatem uktad rownan

1
E-a-b=6r2
a+b="7r

Poniewaz b = 7r — a, wiec pierwsze rownanie przyjmuje posta¢ a - (7r — a) = 12r2. Po
przeksztatceniach otrzymujemy rownowazne réwnanie kwadratowe, w ktérym mozemy
przyjac, ze niewiadoma jest a, natomiast parametrem 7:

—a*+7ar—12r¢ =0
Obliczamy wyréznik trgjmianu stojgcego po lewej stronie rownania:
A=(7Tr)?=4-(-1)-(-12r>) =1r?
i otrzymujemy dwa rozwigzania:

=7r +r =7r—=r
a=_—2= 3r OFE]Z(.I=_—2=4?"
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Jesli a =3r,towtedy b =7r — 3r =4r. Jesli a=4r,to b =7r — 4r = 3r.
W kazdym ztych przypadkéw otrzymujemy wiec taki sam tréjkat (z doktadnoscig do
oznaczen). Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze a = 3r i b = 4r.

Przy oznaczeniach z rysunku mamy si g raz si B—b—4r—4 Poniewaz
y oznaczeniachzrysunkumamy sina = —==z=—=gorazsinf=—-===z.

katy @ i [ sag ostre, wiec ten z nich ma wiekszg miare, ktérego sinus przyjmuje wieksza
wartosc.

Zatem sinus wiekszego z katéw ostrych trojkata ABC jest rowny % .

Sposob 5.
Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

S — $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC

D — punkt stycznosci okregu wpisanego z prostg zawierajgcg przeciwprostokatng tréjkata
a, b, c — dlugosci bokow trgjkata ABC

a, B — miary katow ostrych trojkata

r — promien okregu wpisanego w tréjkat ABC. (Zobacz rysunek).

Srodek S okregu wpisanego w tréjkat jest punktem przecigcia dwusiecznych katéw
wewnetrznych tréjkata. Zatem |4DAS| = %a: i |DBS| = %B. Z definicji tangensa kata ostrego
otrzymujemy tg% = % oraz tg% = ; . Stad

r

oraz y=—
tgz

| ~

X =

tg

=

Z zatozenia wiemy, ze x +y = ¢ = 5r. Zatem

r r _c
Wl @y
1 1 _c

®7 @

Po uwzglednieniu zaleznosci a + f = 90° otrzymujemy

Ef:mﬂ - Strona 43 z 56

EGZAMINACYINA



Pobrano z arkusze24.pl
Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — termin gtowny 2021 r.

1 1
+ =5

tg% tg (45" — %)

Stosujemy wzoér na tangens roznicy katow i przeksztatcamy otrzymane rownanie

1 1+1tg45° - tg=
2=5

_I_
tg% tg 45° —tg%

1 1+tg3
—+

=5
a 73
th 1—tg5

1—tg%+(1+tgg)-tg%=5(1—tgg)-tgg
2

6(tg5) _Stge41=0

2 2
4 a
(Ztgi_ 1) (3tg§ - 1) =0
1
tg-== lub tg—= §
1 2tg( 2.1 4
Gdy tg% =510 wtedy tga = 1—tg(22()5) = ) (i)z =3
) —[(=
2
2 tg(< 2.1
Gdy tg% = % to wtedy tga = 8z) _ 23 5= %

1-tg?(%)  ,_n1
5°(2) 1-(3)
Zatem dtugosci bokéw trojkata majg sie jak 3:4:5 isinus wiekszego z katéw ostrych trojkata

, i 4
jestrowny = .

Sposdb 6. (sinus podwojonego kata)

Przyjmijmy nastepujgce oznaczenia:

a, b, c — dlugosci bokow trgjkata ABC

a, B —miary katow ostrych trojkata

r — promien okregu wpisanego w trojkat ABC. (Zobacz rysunek).

B
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Witedy r = a+§_c . Z treéci zadania wynika, ze ¢ = 5r.
Zatem
a+b—c
€ 2

2c =5a +5b— 5¢
S5a+5b="7c

Poniewaz obie strony tej rownosci sg dodatnie, wigc:
25a? + 50ab + 25b% = 49¢?
25(a? + b?) + 50ab = 49¢?
25¢% + 50ab = 24c?

50ab = 24c?
Poniewaz a =c-sina oraz b =c-cosa, wiec powyzsza rownos¢ mozemy zapisac
w postaci
50 - c? - sina - cosa = 24c?

a zatem
25-sin2a = 24
czyli
_ 24
sin2a = o
Korzystamy z tozsamosci sin?2a + cos?2a = 1 i otrzymujemy
cos?2a =1— (ﬁ)z = 9
25 625
Zatem cosZa = % lub cosZ2a = —2—75 . Ale cos2a = 1 — 2sin’a, wiec

1— 2sinaq = l lub 1 — 2sina = ——
25 25
Stad
16
sin‘a = E lub sin?a =—

25

Kat a jest ostry, wigc sina > 0. Zatem ofrzymujemy sina = % lub sina =

Wodéwcezas — odpowiednio do otrzymanych warto$ci sina — mamy: cosa =

vl & Uil

=sinf lub
cosa = % = sin §. Poniewaz katowi ostremu o wigkszej mierze odpowiada wigksza warto$é

sinusa, wiec sinus wigkszego z katow ostrych tréjkata ABC jest rowny % .
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Zadanie 14. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymagania szczegoétowe

[1l. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

P4.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej
na podstawie pewnych informacji o tej
funkciji lub o jej wykresie;

R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich [...].

tacznie za zadanie zdajgcy moze otrzymac 6 punktéw: 3 punkty za rozwigzanie podpunktu a)
oraz 3 punkty za rozwigzanie podpunktu b).

Zasady oceniania dla podpunktu a)

ZAAJACY OtrZYMUJE cenceen cecn ceen cees cecrmee mrr srn sres sees sees snes sess sees sees sees ses £ees £ees snes sen wes mens anan snnns 1p.
gdy zapisze wspdtrzedne punktu C w zaleznosci od zmiennej m: € = (m,m?).

ZAAJCY OLrZYMUJE ceeaeeucisiensansmerssinssssans nes sess sasa saas smnns ses sasssas saas ees sass susns sans mnnssensssssssnss 2p.
gdy:
¢ wyznaczy wysoko$¢ h. trgjkata ABC opuszczong z wierzchotka C w zaleznosci
Im—m? 42|
od m: h, = 7
ALBO

e wyznaczy wspolrzedne dwoch wektorow zaczepionych w jednym z wierzchotkow
tréjkata ABC, rozpinajacych tréjkat ABC, np. AC = [m,m? — 2], AB = [1,1]
ALBO
e wyznaczy diugosci odcinkow AC i BC w zaleznosci od zmiennej m oraz wyznaczy
dlugos¢ odcinka AB: |AC| = \/mz + (m?2—-2)2, [BC| = \/(m —1)%2 + (m?% - 3)2,
|AB| =2

o T Lo VY A U= 3 p.
gdy zastosuje poprawng metode i zapisze wzor na pole tréjkata ABC w zaleznosci od
zmiennej m:

1
P(m)=E-|m2—m—2| da m#—-1im=#2

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy wyznaczy poprawny wzor funkcji P(m), lecz nie poda dziedziny tej funkcji,
to moze za rozwigzanie podpunktu a) otrzymac 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje C = (x,x?), konsekwentnie rozwigzuje podpunkt a) zadania do

konca, otrzymujgc P(x) = % |x? — x — 2|, to moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty.
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Zasady oceniania dla podpunktu b)

ZAAJACY OtrZYMUJE cenceen cecn ceen cees cecrmee mrr srn sres sees sees snes sess sees sees sees ses £ees £ees snes sen wes mens anan snnns 1p.
gdy:
s zauwazy, ze trojkat ten jest ostrokgtny wtedy i tylko wtedy, gdy punkt C' lezy na jednym
z fragmentow M;M, lub N;N, paraboli

ALBO
e zapisze réwnania prostych prostopadlych do prostej AB przechodzacych przez punkt
Ai B
ALBO

e zapisze, ze w kazdym z rozpatrywanych trojkatow ABC kat przy wierzchotku € jest
ostry i zapisze warunki na to, zeby katy przy wierzcholkach A i B byly ostre
ALBO
« zapisze warunki na to, aby katy przy wierzchotkach A, B i C byly ostre, np.:
cos|£CAB| > 0 oraz cos|4ABC| > 0 oraz cos|4ACB| >0

lub

cos|i(AT.?, ﬁ” > 0 oraz cosld(C—A: @N > 0 oraz cosld(m ﬁ)l >0
lub

AB -AC >0 oraz CA- CB> 0 oraz BA-BC >0

lub

|AB|? + |BC|?* > |CA|?, |BC|? + |CA|* > |AB|?, |AC|*+ |AB|* > |BC|?

ZAAJaCY OtrZYIMUJE ... e e e et rrrsems saam s sres meme samm s sees mees smamsmas seees mees mammmmssans en s 2p.
gdy:
e Wyznaczy rownania prostych M;N; oraz M,N, oraz obliczy odcigte co najmniegj
dwoch punktéw sposréd My, Ny, M,, N, istwierdzi, Ze tréjkat ten jest ostrokatny wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt C lezy najednym z fragmentéw M;M, lub N;N, paraboli
ALBO
¢ zapisze uktad nierownosci:

m?2+(m?=2)24+2-(m-1%?-(m?*-3)2>0
m—-1)24+(m?-3)24+2-m*-—(m?-2)2>0

m24+(m%—-2)24+(m—-1)>%+@m*-3)>-2>0
ALBO
+ stwierdzi, ze w kazdym z rozpatrywanych trojkatow ABC kat przy wierzchotku C jest
ostry oraz zapisze uktad nieréwnosci:

m2+(m?2-2)24+2-(m-1)%*-(m?*-3)2>0

m—-1)2%2+m?-3)2+2-m?*—(m?-2)2>0
ALBO
¢ zapisze uktad nierownosci:
m>+m-2>0
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m*—4m* —m+6>0
—m?-m+4>0

ZAAJCY OlrZYMUJE coaceucisiunssas smerusinssansans nes sess sss saas smsns ses sassasas aaas ees sass susns suns nnssnnssssnssnss 3 p.
gdy zastosuje poprawng metode i wyznaczy wartosci m dla ktorych trojkgt ABC jest
ostrokatny:

me(Z5T, 2)u(1-5T)

Uwaga:
Jezeli zdajgcy, rozwigzujgc czesc b) sposobem 1., nie stwierdzi, ze kat przy wierzchotku €
jest zawsze ostry, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Przyktadowe petne rozwigzania

a

S)Qoséb 1.

Niech C bedzie dowolnym punktem lezacym na paraboli. Wtedy C = (m,m?), gdzie m jest
dowolng liczba rzeczywisty.

Dlugosé¢ odcinka AB jest rowna |AB| = \f(l —0)2+(3—2)2=+/2, aprosta AB ma
rownanie postaci y = x + 2,czyli x —y+2 = 0.

Wysoko$é h. trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C jest réwna odlegtosci punktu €
od prostej AB, wigec ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej otrzymujemy

3 lm —m? + 2| _|m—m2—l-2|
Ny e V2

Zatem pole P tréjkata ABC jestréwne

h

lm —m? + 2| 1I 24 9]
———— =" lm—-m%+
V2 2

dia m # —1 oraz m # 2 (gdy punkt C lezy na prostej AB, awigcgdy m —m? +2 = 0,
to tréjkgt ABC nie istnieje).

1 1
P==-|4B| -h¢ == V2
5 |AB] - he =

Sposaéb 2.
Niech C bedzie dowolnym punktem lezacym na paraboli. Wtedy C = (m,m?), gdzie m jest

dowolng liczbg rzeczywistg. Wspotrzedne wektorow AB i AC sg rowne
AB =[1-0,3-2]=[1,1] oraz AC = [m — 0,m? — 2] = [m,m? — 2]

Zatem pole P tréjkata ABC jestrowne

1 1
P(m)=E-|m-1—1-(m2—2)|=E-|m2—m—2|
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dia m # —1 oraz m # 2 (gdy punkt C lezy na prostej AB, awigcgdy m —m? +2 =0,
to trojkat ABC nie istnieje).

b)

Sposdb 1.

Zauwazmy, ze trojkat ABC jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy punkt C lezy na jednym
z fragmentow M; M, Ilub N;N, paraboli, gdzie korice tych fragmentéw to punkty przeciecia
prostych prostopadtych do prostej AB, przechodzacych przez punkty A i B, z parabolg (kat
przy wierzchotku C tego trojkgta zawsze bedzie kgtem ostrym).

} 1 t i i
-3 -2-1 0 1 2 3

Wystarczy w tym celu pokazac, ze punkt C nie lezy w kole, ktérego srednica jest odcinek AB.
Promien tego kota jestrowny r = % a srodkiem kota jest punkt S = (—0;1 ,—2;3) = (%%)
wiec koto jest opisane nierownoscig

2

(=3) +(-3) =3

(=3) +(-3) -

1,2 5
(m——) +(m2——) —E=m4—4—m2—m+6=(m2—2,1)2+0,2m2—m+1,59

czyli

N =

<0

Poniewaz

2 2

i wyréznik tréjmianu 0,2m2 —m + 1,59 jest ujemny, wiec

2

1,2 5\° 1
( _E) +(m2_5) —5=(m? = 2,1)% + 0.2m? —m + 1,59 > 0

dla kazdego m € R.
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To oznacza, ze wspdlrzedne punktu € = (m,m?) lezacego na paraboli, nie spekniaja
nierownosci Kota, czyli C nie lezy w kole, ktérego srednicg jest odcinek AB.

Wspdtczynnik kierunkowy prostej AB  jest réwny 1, wigc prosta prostopadta do AB
i przechodzgca przez punkt A maréwnanie y = —x + 2, natomiast prosta prostopadta do

AB iprzechodzaca przez punkt B mardéwnanie y = —x + 4.

Pierwsze wspotrzedne punktow M, i N; przeciecia prostej o réwnaniu y = —x + 2

z parabolg obliczymy, rozwigzujgc réwnanie otrzymane z przyrownania prawych stron rownan

y=-x+2iy=x?Otrzymujemy x> = —x +2, wigc x, =1 oraz xy, = =2,

Podobnie obliczymy pierwsze wspdirzedne punktow M, i N,. Po przyréwnaniu prawych stron

rownan y=-x+4 i y=x% otrzymujemy x*=—x+4, wiec xy, = #1_7 oraz
—1+J17

XM, =75

Zatem trojkat ABC jest ostrokatny tylko wtedy, gdy m € (%1_7 —2) U (1%1_7)

Uwagi:
1. Uzasadnienie, ze punkt C nie lezy wkole o srednicy AB mozna przeprowadzi¢ tez

w nastepujgcy sposéb. Promien tego kofa jest rowny r = Q a srodkiem tego kota jest

2 1
0+1 243 15 : ,
punkt S = (T’T) = (7,5). Rozwazmy kwadrat opisany na tym kole, przy czym

odcinek AB taczy srodki dwoch przeciwlegtych bokow tego kwadratu. Wierzcholkami tego

kwadratu sg punkty E = (%,%), F = (%,%), G= (%,%), H= (—%,%) Obszar

ograniczony parabolg, w ktorym zawarty jest odcinek AB, jest opisany nierdwnoscig
. 31\ 5 (3 1,2 5 1\
y > x2%. Poniewaz 5> (7) '3 > (?) ,% > (7) oraz 5 > (_f) , wigc kazdy z punktow
E,F,G i Hlezywtym obszarze. Obszar ten jest figurg wypukta, wiec kwadrat EFGH jest
zawarty w tym obszarze. Zatem koto wpisane w ten kwadrat réwniez jest w tym obszarze
zawarte. To oznacza, ze zaden z punktow € nie lezy w kole o $rodku S i srednicy AB.
2. Uzasadnienie, ze wyrazenie m* —4m? —m + 6 przyjmuje dia kazdego m € R wartosci
dodatnie, mozna przeprowadzi¢ tez nastepujaco. Gdy m < 2,towoéwczas 2 —m > 0, wiec
m*—4m?—-m+6=(m?-2)2+2—-m>0.Dla m =2 mamy zkolei m? -2 > 2,
wiec

(m?-2%+4+2-m=>22(m?-2)+2-m=2m?*-m—-22>2-22-2-2>0.

Sposdb 2.
Aby wyznaczy¢ wszystkie wartosci m, dla ktorych tréjkat ABC  jest ostrokatny, wystarczy

wyznaczyc¢ te wartosci m, dla ktorych katy CAB, ABC i ACB sg ostre. Tak jest wtedy, gdy
cosinusy tych katow sg dodatnie, czyli gdy

cos|4CAB| >0 i cos|4ABC|>0 i cos|4ACB|> 0.

Stad i z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
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b2+cz—a2>0 i a2+cz—b2>0 i b2+a2—cz>0
2bc 2ac 2ab

gdzie a?=|BCI?’=(m—-1)?+(m?-3)2, b?=|AC|?=m?+ (m?—-2)? oraz
c? = |AB|? = 2.
Zatem

b>4+c?2=a?>0 i a?+4+c?>=b%>>0 i b*+a’>-c?>0
Rozwigzujemy pierwsza z tych nieréwnosci:
b?2+c?—a?*>0
m*+(@m*—-2)2+2-(m—-1)*-(m*-3)2>0
2m* +2m—-4>0
2m—1)(m+2)>0
m € (—o,—2) U (1, +x)
Rozwigzujemy drugg z nieréwnosci:
a’?+c2—-b%2>0
m—-1)2+m?*-3)24+2-m?*-(m?-2)2>0
—2m?-2m+8>0

A=(-2)2—4-(-2)-8 =68

2-v68 -14+V17 2468 —1-17
MET T T T 2 T Ty T T2
—1—VI7 -1+ V17
mE\T2 T 2

Nieréwnosci b%?+c?2—a?>0 i a’+c?>—b*>0 s3g spelinione jednoczesnie dia
ne(F507, )y (1,100
Przeksztatcamy nieréwno$é b? + a? — c? > 0 i otrzymujemy
mZ+(m?=2)2+(m-1%?+(m?-3)2-2>0
2m* —8m? —2m +12 > 0
m*—4m*—m+6>0

nierownosc ta jest

Wykazemy, ze dla kazdego m € (%1_7 —2) U (1#1_7)

prawdziwa.
Nieréwno$¢ m* —4m? —m + 6 > 0 mozemy zapisa¢ w postaci

(m?-2)2+2-m>0
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Dla m < 2 nierownosc¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona nierownosci jest dodatnia. Poniewaz
—1+/17 _ —145 “1V17 )y, 217

2 2 2 2
m* —4m? —m + 6 > 0 jest prawdziwa.

nierownosé

= 2, wiec dla kazdego m €

Stad trojkat ABC jest ostrokatny tylko dla m € (__1_2‘/1_7, _2) U (1,—12\/1_7)_

Zadanie 15. (0-7)

Wymagania egzaminacyjne 2021

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

[1l. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Rozwigzanie zadania optymalizacyjnego sktada sie z trzech etapow:
- zbudowanie modelu opisujgcego sytuacje podang w zadaniu

- zbadanie modelu i jego wtasnosci

- przeprowadzenie koricowych obliczen.

Pierwszy etap sktada sie z trzech krokow.

Krok pierwszy: przyjecie jednego z wymiaréw zbiornika (x — diugosc¢ krawedzi podstawy
zbiornika, h — wysoko$¢ zbiornika) za zmienng badanej funkcji i obliczenie drugiego wymiaru
zbiornika:

144
h=—

x2

144
=

Krok drugi: zapisanie funkcji kosztu wykonania f zbiornika za pomoca jednej zmiennej:

lub

144
f(x) = 100x? + 4x - —- 75

lub
(h) =100 b, 4 b h-75
f = . A + 4. A - h-
. e . 16
Krok trzeci: ustalenie dziedziny funkcji f: D, =[4,9] lub D; = [?,9].
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Drugi etap sktada sie z trzech krokow.
Krok pierwszy: wyznaczenie pochodnej funkcji f:

p 43200 216
f(x) = 200x —— =200( ——2)
lub
‘) = 14400 1800
R AN

Krok drugi: zastosowanie warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji f — obliczenie
miejsc zerowych pochodnej: x = 6 (lub h = 4)

Krok trzeci: zbadanie znaku pochodnej funkcji f:
f'(x) >0 dla x €(6,9),
f'(x) <0 dla x € (4,6)

lub

f'(h) >0 dla h €(4,9),
f'(h) <0 da he(3,4)

oraz wyznaczenie (z uzasadnieniem) wartosci zmiennej x (lub zmiennej h), dla ktérej
funkcja f przyjmuje warto$é najmniejsza, np.:

funkcja f zmiennej x (okreslona na przedziale [4,9]) jest malejgca w przedziale [4, 6]
oraz rosngca w przedziale [6,9], wigc w punkcie x = 6 funkcja f osigga najmniejsza
wartosc.

LUB

funkcja f zmiennej h (okreslona na przedziale [19—6,9])jest malejgca w przedziale [%,4]
oraz rosngca w przedziale [4,9], wiec w punkcie h =4 funkcja f osigga najmniejsza
wartosc.

Za poprawne wykonanie kazdego z tych krokow zdajgcy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednie
kroki tez byly wykonane poprawnie.

Etap trzeci polega na obliczeniu wymiarow zbiornika, przy ktorych koszt wykonania zbiornika
jest najmniejszy:
x =6, h=4.

Za poprawne wykonanie trzeciego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi:
1. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisac¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres funkcji,
ktéra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak.
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2.Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto§¢ najmniejszg
dla wyznaczonej wartosci x (czy tez h), przy ktorej pochodna sie zeruje, mozna uznac
sytuacje, gdy zdajacy:
a) opisuje stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos$¢ funkdji f;
LUB
b) zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x (czy tez h)funkcja f ma minimum lokalne
i jest to jednoczesnie jej najmniejsza wartosc.
Jezeli zdajgcy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za |l etap moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty.
3. Jezeli zdajgcy wyznacza metodg prob i btedow wymiary zbiornika, przy ktorych koszt
wykonania zbiornika bedzie najmniejszy, to otrzymuje 0 punktéw za Il i lll etap..

4. Jezeli zdajacy rozpatruje funkcje kosztow postaci f(x) = ax? +% (gdzie a > 0, b > 0),
nie uwzgledniajgc wszystkich scian bocznych lub uwzgledniajgc dwie podstawy, to moze
otrzymac co najwyzej 5 punktow za cate rozwigzanie (nie otrzymuje punktow za drugi krok
pierwszego etapu oraz za trzeci etap).

5. Jezeli zdajacy rozpatruje funkcje pola zamiast funkcji kosztéw, to moze otrzymac co
najwyzej 5 punktow za cate rozwigzanie (nie otrzymuje punktow za drugi krok pierwszego

etapu oraz za trzeci etap). Jezeli zdajgcy rozpatruje funkcje pola postaci f(x) = ax? +%

(gdzie a > 0, b > 0), nie uwzgledniajgc wszystkich $cian bocznych lub uwzgledniajac dwie
podstawy, to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty za cale rozwigzanie (nie otrzymuje
punktow za drugi krok pierwszego etapu, trzeci krok drugiego etapu oraz za trzeci etap).

6. Jezeli zdajgcy uzasadnia istnienie najmniejszej wartosci funkcji kosztéw w zbiorze R\{0},
to nie otrzymuje punktu za trzeci krok drugiego etapu.

Przyktadowe peine rozwigzania

Sposaéb 1.
Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia:

x— dlugos¢ krawedzi podstawy zbiornika (w metrach),
h — wysokos¢ zbiornika (w metrach).

144
x*

Pojemno$¢ zbiornika ma wynosi¢ 144 m®, wiec 144 = x? - h. Stad h =

Koszt f wykonania zbiornika jest réwny f = 100x? + 75 - 4xh, wiec

144
f(x) = 100x? + 4x - —5- 75,
X

gdzie x € [4,9].
Obliczamy pochodng funkcji f:

43200
x2

f'(x) =200x —

Miejscem zerowym pochodnej funkcji f jest x = 6.
Badamy monotonicznos$¢ funkcji f:
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f'(x) >0 dla x €(6,9),
f'(x) <0 da x € (4,6).

Zatem
funkcja f jest malejgca w przedziale x € [4, 6],
funkcja f jestrosngca w przedziale x € [6,9].

Stad funkcja f przyjmuje najmniejszg warto$¢ dla argumentu 6. Wtedy h = 4.

Wymiary zbiornika dla ktérego koszt wykonania jest najmniejszy: 6 mx 6 mx 4 m.

Sposdb 2.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

x — diugosc krawedzi podstawy zbiornika (w metrach),
h —wysokosé¢ zbiornika (w metrach).

Pojemno$¢ zbiornika ma wynosi¢ 144 m®, wiec 144 = x? - h. Stad x = #

Koszt f wykonania zbiornika jestréowny f = 100x? + 75 - 4xh, wiec

f(h) =100 W . 2 s
- h h ’
gdzie h € [3,9]

Obliczamy pochodna funkcji f:
14400 3600 14400 1800

Y A RN

Miejscem zerowym pochodnej funkcji f jest h = 4.

Badamy monotonicznos$¢ funkcji f:

f'(h) >0 dla h € (4,9),
f'(h) <0 dia he(3,4).

Zatem

16
54|
funkcja f jestrosngca w przedziale h € [4, 9].

funkcja f jest malejgca w przedziale h e [

Stad funkcja f przyjmuje najmniejszg wartos¢ dla argumentu h = 4. Wtedy x = 6.

Wymiary zbiornika, dla ktérych koszt wykonania jest najmniejszy: 6 mx 6 m x 4 m.

Uwaga:
Zdajgcy moze rozwigzywacé zadanie sposobem — za pomocg nieréwnosci migdzy srednig
arytmetyczng i geometryczna, np.:
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144 43200
f(x) =100x? + 4x - —-- 75 = 100x? +
X X
432 216 216
f(x):lOO(x2+—)=100( +—+—)
X X X
x2 4204 20 216 216
—§ x5 [y — =/63.63 =36

Pobrano z arkusze24.pl

Stad f(x) = 100-3-36 ifunkcja f(x) osigga warto$é¢ najmniejszg, gdy x2 = % fj. dla

x = 6.Wtedy h =4.
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