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Prébny egzamin maturalny z Nowg Erg
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Zadania zamkniete

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe ::l?;:’?:;
I1. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
i interpretowanie P6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje
reprezentacji. w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm D
ilorazu i logarytm potegi o wykladniku naturalnym;
R2) stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz
wzor na zamiang podstawy logarytmu.
Zadanie 2. (0-1)
. Wykorzystanie R1.1. Liczby rzeczywiste.
i tworzenie Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci bezwzglednej i jej D
informaciji. interpretacje geometryczng [...].
Zadanie 3. (0-1)
I1. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajacy:
i interpretowanie P4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume wyrazéw ciagu
reprezentacji. geometrycznego, C
R1) wyznacza wyrazy ciagu okres§lonego wzorem
rekurencyjnym.
Zadanie 4. (0-1)
I1. Wykorzystanie R6. Trygonometria. Zdajacy:
i interpretowanie 2) wykorzystuje definicje i wyznacza warto$ci funkcji sinus,
reprezentacji. kosinus i tangens dowolnego kata o mierze wyrazone; C
w stopniach lub radianach [...];
3) wykorzystuje okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych.
Zadanie 5. (0-2)
I1. Wykorzystanie R5.2. Ciagi.
i interpretowanie Zdajacy oblicza granice ciggdw, korzystajac z granic ciaggéw
101

reprezentacji

1 1 . . . . .
typu -, —5 oraz z twierdzen o dziataniach na granicach
12

ciagow.

Uwaga. Zdajgcy otrzymuje 2 punkty wylgcznie po udzieleniu poprawnej odpowiedzi. Nie przyznaje sig
punktow za czgstkowe elementy rozwigzania.
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Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sg wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki zadania.

Zadanie 6. (0-2)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegotowe
I1. Wykorzystanie R2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
i interpretowanie 3) rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia
reprezentacji. lub wytaczajac wspdlny czynnik przed nawias;

4) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany.

R3.4. Réwnania i nieréwnoSci.

Zdajacy stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez
dwumian.

Przykladowe rozwigzania

Sposéb I

Jesli

s px?+g=(x?+6x+5)x?+bx+c)=x"+(6+b)x* +(5+6b+c)x* +(5b + 6¢)x + 5¢
dlakazdego x € R, to wspolczynniki po obu stronach réwnoséci przy tych samych potegach x sg réwne,
czyli6 + b=0,5+6b+c=p,5b+6c=01i5c = q. Wobectegob =—6,c =5, p =—26iqg = 25.

Sposob I1
Zachodzi réwnos¢ x>+ 6x+5=(x+1)(x+5). Poniewaz wielomian x*+ px’+g ma by¢

podzielny przez x>+ 6x+5 = (x+1)(x+5), wigc liczby —1 i =5 musza by¢ jego pierwiastkami,
czyli 0=(—1)*+p(—1P+q=p+q+1oraz 0=(—5)"+p(—5) + g =25p+ g+ 625. Mnoiac
pierwsze réwnanie przez 25 i odejmujac wynik od drugiego, otrzymujemy 0 =—24q + 600, wigc
0 =—q+ 25, czyliqg = 25, zatem 0 = p + 25 + 1, czyli p =—26.

Sposdb II1
Dzielimy wielomian Xt + p.ﬂc:1 + g przez tr6jmian x*+6x+5a nastepnie reszte przyréwnujemy do

wielomianu zerowego. Otrzymujemy uktad réwnan:30 — 6(p +31) = 0ig — 5(p + 31) = 0, zktérego
otrzymujemy p =—26 i g = 25.

Schemat oceniania
Zdajacy OIFZYMUJE | ... ..ccovvoiioeiieeiisieesiieeeesiissiesesesiensnennssessnssssnneescsesnneoers | PKE
« gdy zapisze warunek wynikajacy z podzielnosci wielomianéw,
np. x?+ px? +q = (x> + 6x+ 50 (x?+ bx +¢)
albo

« rozlozy tréjmian x* + 6x + 5 do postaci iloczynowej (x + 1)(x + 5) i stwierdzi, ze liczby —5 oraz
—1 sg pierwiastkami wielomianu x* + px* + g

albo

« wykona dzielenie wielomianu x*+ px?+ g przez tr6jmian x>+ 6x + 5, a nastepnie przyréwna

reszte do wielomianu zerowego.
Zdajacy otrzymuje

gdy obliczy piq (-26125).

3z17



Prébny egzamin maturalny z Nowg Erg

X Pobrano z arkusze24.pl
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadanie 7. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
I1I. Modelowanie R10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa
matematyczne. i kombinatoryka.

Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
i wariacji z powtdérzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwigzanie

W zadnej z poszukiwanych permutacji na sgsiednich miejscach nie moga wystepowac liczby
nieparzyste, poniewaz ich iloczyn jestliczba nieparzystg. A zatem wéréd dwéch sasiednich elementéw
takiej permutacji zawsze wystepuje liczba parzysta. Wérod liczb {1, ..., 31} znajduje sig¢ 16 liczb
nieparzystych i 15 liczb parzystych. Miedzy kazdymi dwoma liczbami nieparzystymi musi znalez¢ sie
liczba parzysta, wiec liczby muszg wystapic¢ w kolejnosci: nieparzysta, parzysta, nieparzysta, parzysta
itd.

Wyznaczamy liczbe poszukiwanych permutacji. Na miejscach nieparzystych tej permutacji liczby
mozna ustawi¢ na 16! sposobéw (liczba permutacji 16 elementowego zbioru liczb nieparzystych
{1, 3, ..., 31}). Dla kazdego uktadu liczb nieparzystych dobra¢ mozna niezaleznie ustawienie liczb
na parzystych miejscach. Mozliwoséci takiego ustawienia jest 15!. A zatem liczba poszukiwanych
permutacji wynosi 16! - 15!,

Schemat oceniania
Zdajgcy OFZYMUJE ... ..o
gdy zauwazy, ze w kazdej z szukanych permutacji liczby parzyste i nieparzyste wystgpuja
naprzemiennie, poczawszy od nieparzystych.

ZABNGCY OTRZYINIIE.........: oo ciui it i sdieias s sine i oo osnisons o skuasisssiiassesiineifniSam DR

gdy zauwazy, ze liczby nieparzyste mozna dowolnie przestawia¢, wigc mozna je ustawi¢ na 16!
sposobéw, a liczby parzyste na 15! sposobow, a nastepnie zapisze wynik w postaci 16! - 15! lub 15! - 16!.

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegétowe
V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy:
i argumentacja. P4) korzysta z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w tatwych

obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru na pole trojkata
ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie migdzy nimi;

R5) znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinusdw i twierdzenia kosinusow.
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Przykladowe rozwiazania

Sposdb I
Niech = <ABC, za§ 0 = <L{CDA. Wobwczas pole czworokata

ABCD wyraza sig, jako suma poél trdjkatow ABC oraz CDA,
wzorem % a-2a-sin(f)+ % -b-2b-sin(8) = a*sin(B) + b*sin(d).
A zatem z zalozenia wystepujacego w tresci zadania mamy réwnosc
azsin(ﬁ) + bzsin(a) = a’+ b% Skoro jednak dla kaidego x €R
zachodzi nieréwnos¢ sin(x) < 1, to musimy mie¢ sin(/3) = sin(d) = 1.
Argumentami s3 tu miary katéw wewnetrznych czworokata,
a zatem [ = 0 = 90°. Trojkaty ABC oraz CDA s3 wiec prostokatne.
Z twierdzenia Pitagorasa dostajemy zatem réwnos$ci postaci
2 2 2 2 2 2 2 .9 2
a’+(2a) =|AB|" +|Bc| =|Ac| =|cD| +|DA|" = b*+(2b)’, co
po uproszczeniu daje a = b. Poniewaz pary przeciwleglych bokéw
czworokata majg réowne dlugodci, wigc jest on réwnoleglobokiem,
w ktérym jest kat prosty. Wobec tego wszystkie jego katy sa proste,
wiec jest to prostokat.

Sposéb 11
Niech ¢ = <LDAB oraz y = <{BCD. Woéwczas pole czworokata ABCD

wyraza si¢, jako suma pol trojkatow ABD i BCD, wzorem
%- a-2b-sin(a)+ % 2a-b-sin(y) = ab(sin(@) + sin(y)). Skoro dla
kazdego x € R zachodzi nieréwno$¢ sin(x)< 1, to w szczegdlnosci
sin(@) <1 oraz sin( ;f) < L. Dostajemy zatem nier6wno$¢ postaci
2ab = ab(sin(a@) +sin(y)). Korzystajgc dalej z nieréwnosci
x% + y? = 2xy, prawdziwej dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y, ktéra

wynika z nieréwnosci x*+y*—2xy =(x—y) >0, dostajemy
a’+ b* > 2ab. Z zalozenia pole czworokata ABCD réwne jest jednak
a? + b2 Ostatecznie wiec dostajemy a® + b2 > 2ab = ab(sin(a) +sin(y)) = a? + b2 Skrajne wyrazy
powyzszego ciagu nieréwnosci sa rowne, zatem wszystkie te nieréwno$ci sa réwnosciami.
W szczegdlnosci a* + b* = 2ab oraz 2ab = ab(sin(@)+ sin(y)). Pierwszg réwnos¢ zapisa¢ mozna
réwnowaznie w postaci (a — by* =0, co implikuje, ze a =0b. A zatem czworokat ABCD jest
réwnolegtobokiem. Skoro zaé ab > 0, to druga réwnos¢ implikuje 2 = sin (@) + sin(y). Korzystamy
raz jeszcze z nierownosci sin(@) < lorazsin(y) < 1, co daje nam sin(@) =sin(y) =1
Argumentami sg tu miary katéw wewnetrznych czworokata, zatem @ = 7 = 90°. Réwnoleglobok
ABCD ma wigc kat prosty. Wobec tego wszystkie jego katy sa proste, wiec jest to prostokat.

Alternatywne zakoticzenie dowodu

Zdajacy dostrzega, ze 2ab = ab(sine +siny) i wnioskuje stad, ze @ = y = 90°. Nastepnie postepuje
analogicznie jak w pierwszym rozwigzaniu: na mocy twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla
trojkatow DAB i BCD stwierdza, ze a = b i stad wyprowadza wniosek, ze rozwazany czworokat jest
prostokatem.
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Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

Zdajacy zapisze pole czworokata ABCD jako sume pol tréjkatéw ABC oraz CDA i utozyl réwnanie
a’sin(f) = b?sin(6) = a® + b2,

Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania e 2 Pk
o Zdajacystwierdzi,ze katy f oraz § sgréwne 90° na podstawmwtasnosa funkqltrygonometrycznych
albo

o stwierdzi, ze 2ab = ab(sina + sin ) i wywnioskuje, ze « = y = 90°

albo

. stwierdzi, ze a® + b? = 2abi wywnioskuje stad, ze a = b.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy wywnioskuje, Ze rozwazany czworokat jest prostokgtem.

Zadanie 9. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie |R7.5. Planimetria.
strategii. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinuséw i twierdzenia kosinuséw.

Przykladowe rozwigzania

Sposéb I
Nlevc/ll <IAD}|3BT) Tf Z ‘ Btw1|erdzer11a sinuséw wynika, zZe D C
3 _ |BA] 2 , . . o
sn(60°) _ sin(60°)  sin(a) _ sin(g) ' oskyemy stad, ze ]
2sin(60°
sin(@) = —511;1/(5 ) = 1, wiec @ = 90°. Skoro kat ADB jest prosty, e v B
A 2 B

to kat ABD ma miare 30°, wiec |<cCBD| = 60° oraz|<tBDC| = 30°.
Na mocy twierdzenia Pitagorasa |AD| =y |AB|2 - |BD|2 =1
Mamy tez|BC| =|BD|- sin(<BDC) = /3 - 5in(30°) = @

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy réwnosc:

|AC|2 :|AB|2+ ‘BCF = 4+% 21719. Wobec tego |AC| =

V19
2 ]

Sposéb I1
Z twierdzenia kosinus6w wynika, ze

2 2 2 2 2
3 =|BD| =|AD[ +|AB| —2|AD||AB|cos(60°) = |AD[" + 4 — 2|AD| = (|AD|— 1)" + 3,
wiec (|AD|— 1)’ = 0, czyli |AD| = 1.
Stad wynika, ze |BC| =|AD|sin(<BAD) = 1-5in(60°) = @ Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze

19 J19

|acl =|Bcf +|ABf = 4+4— 1> zatem|AC| =5
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Sposéb II1
Z twierdzenia kosinusé6w wynika, ze

2 2 2 2 2
3 =|BD| =|AD| +|AB|" —2|AD||AB|cos(60°) =|AD|” + 4 —2|AD| = (|AD|— 1) + 3,
wiec (|AD|— 1Y =0, czyli|AD| = 1. Stad wynika, ze

|cD|=|AB|—|AD|cos(<tBAD) =2 — % = % Kat ADC ma miare 120°, bo suma
miar katow BAD = 60°i ADC jest rowna 180°. Z twierdzenia kosinuséw wynika, ze

|Acl® =|AD[ +|cDf —2|AD|-|CD|cos(¥ADC) =1+ —2-1-3 - cos(120°) = 2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest istotny

« Zdajacy zastosuje twierdzenie sinuséw dla tréjkata ADB:

albo
o wyznaczy z twierdzenia kosinuséw diugos¢ |AD|= 1.

sin(60°)  sin(a)

Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania . ......................................2pkt
« Zdajacy wyznaczy miary katéow ADB, ABD oraz BDC

albo
« znajdzie dlugos¢ odcinka BC, korzystajac z definicji sinusa

albo
« znajdzie dtugos¢ odcinka CD, odejmujac od |AB|liczbe | AD|cos(60°).

Rozwigzanie pelne

..........................................................................................................................

Zdajacy wyznaczyl dtugos¢ przekatnej AC: |AC |=

Zadanie 10. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe

I1. Wykorzystanie R10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

i interpretowanie i kombinatoryka.

reprezentacji. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
i wariacji z powtérzeniami do zliczania obiektow w bardziej zlozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwigzania

Niech ay, ay, as, ay, a5 bedzie pigtka liczb wylosowanych bez zwracania ze zbioru {1, ..., 100}, przy
czym zakladamy, ze a; < a, < a; < ay < as. Jesli liczby te sg kolejnymi wyrazami $cisle rosnacego
ciagu geometrycznego o ilorazie g, to jest jasne, ze

1< a; <ag=a1q<a3=a1q2 < a4=a1q3< a_;:alrfé 100.

Interesuje nas tylko przypadek, gdy g jest liczbg calkowitg wieksza od 1, a wigc skoro 4* > 100, to musi
zachodzi¢ nieréwnos¢ 2 < g < 3. Wykazalismy, ze ilorazem ciggu geometrycznego aj, a», a3, a4, ds
moze by¢ liczba 2 lub liczba 3, a zatem kolejne jego wyrazy to aj, 2a;, 4a;, 8ay, 164a; lub ay, 3a;,
9ay, 27ay, 81a;. W pierwszym przypadku z nieréwnoéci 16a; < 100 wynika, ze a; < 6, wigc istnieje
6 mozliwych do wylosowania pigtek liczb, ktére ustawione w odpowiedniej kolejnosci tworza ciag
geometryczny o ilorazie ¢ = 2. W drugim przypadku a; = 1, poniewaz 81a; < 100, a zatem jest
jedna mozliwa do wylosowania pigtka liczb, ktére ustawione w odpowiedniej kolejnosci tworzg ciag
geometryczny o ilorazie g = 3.
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). W siedmiu przypadkach,

Sposobow wylosowania (bez zwracania) pigciu liczb sposrod stu jest( 120

jak wykazaliSmy, mozna wylosowane liczby ustawi¢ w taki sposéb, by utworzyly $ciSle rosnacy

ciagg geometryczny o calkowitym ilorazie. Szukane prawdopodobienstwo jest réwne zatem
7 _ 72345  _ 1 1

(120') 100-99-98-97-96  5-33-7-97-96  10755360°

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest istotny

Zdajacy zauwazy i uzasadni to, ze ilorazem wylosowanego ciggu geometrycznego moze by¢ jedynie 2
lub 3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... ......2pkt

Zdajacy zauwazy, ze pierwszym wyrazem ciaggu geometrycznego o ilorazie 3 moze by¢ wylacznie
liczba 1, a jedli ilorazem ciggu geometrycznego jest liczba 2, to pierwszym wyrazem ciggu moze byc
jednazliczb 1,2,3,4,5, 6.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy stwierdzi, ze jest siedem ciggéw geometrycznych spelniajacych warunkizadania, zas wszystkich

100')

mozliwych do wylosowania ciaggéw jest ( 5 ) Na tej podstawie wyznaczy prawdopodobienistwo

. 7 . .
w postaci ilorazu —7557 lub réwnowaznego.

('s)

Uwagi:

1) W zadaniu mozna rozpatrywac pigtki uporzadkowane lub zbiory piecioelementowe; nie wplywa to
na wynik, a na opis rozwigzania — nieznacznie.

2) Mozna to zadanie rozwigza¢ wypisujac ciagi spelniajgce warunki zadania, bez przeprowadzonego
rozumowania.

.5
3) Wynik w postaci 745" 997 958'_ 97.9¢ lub (130. jest akceptowalny — zdajacy nie musi wykona¢

5
mnozenia liczb w liczniku, tym bardziej w mianowniku.

Zadanie 11. (0-4)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegoétowe
V. Rozumowanie 6. Trygonometria. Zdajacy:
i argumentacja. P4) stosuje proste zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

[...]tga = g:;i, oraz sin (90° — @) = cos a;

R5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katoéw, sume i réznice
sinuséw i cosinuséw katow;
R6) rozwigzuje rownania i nierdwnosci trygonometryczne typu

sin2x Z%, sin2x + cosx = 1,sinx +cosx = 1, cos 2x < %
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Przykladowe rozwiazania

Zapisujemy zalozenia dotyczace miar katow «, £, 7.

Poniewaz sg to katy w trojkacie, wigc miara kazdego z nich nalezy do przedzialu (0°, 180°) oraz
@ + [+ y = 180°. Ponadto, aby istnialy tangensy « i //, muszg by¢ spelnione warunki & # 90°, f # 90°.

Sposéb I
Mnozymy obie strony réwnosci przez sin? 8- tg 8 # 0 i otrzymujemy réwnosé¢ tg fsin’a = tga sin’j.

sing . sinfS

Nastepnie przedstawiamy tg« i tg f/ odpowiednio w postaci — - cosd i s’ Otrzymujemy:
sinff . 5 sina . » o . .osinf .5 sina .2,
03 sin“a = o sin B, czyli rbwnowaznie cos B sin“a — o sin =0

Wylaczamy przed nawias wspolny czynnik:
. . sinff sina )\ _
sin@ - sin B( cosf cosa') =
. e . . sing sina
Poniewaz sina - sin § # 0, wiec cosf  cosa

Stad, po pomnozeniu obu stron réwnosci przez cos @ - cos 5 # 0, otrzymujemy

sinacosa —sinfcosff =0

2sin@ cos@ —2sinfcosff =0

sin2a@ = sin 2/

Powyzsza réwno$¢ zachodzi albo dla réwnych katow (2a = 2/), albo dla katéw, ktérych suma jest
réwna 180° (2 = 180° —2/), stad @ = [ lub 2 + 2 = 180°, czyli ¢ + f = 90°, a to z kolei oznacza,
zey =90"(a +f+y = 180°).

Co nalezato udowodnic.

=0.

Sposéb I1

Po zapisaniu zalozen dotyczacych miar katow @, £, 7 zapisujemy dang réwnos$¢ w postaci:
sin’a@ _ sina . sinf8 sin’a _ sin@cosf

sin2ff _ cosa " cosp’ sin?f ~ cosasinfl

sin na _ cosf
Nastepnie dzielimy obie strony otrzymanej réwnosci przez .in 5 # 01 otrzymuj erny Sin /3 L

co jest rownowazne réwnoéci sin @ cos@ = sin/f cos /5. Dalej jak w sposobie L.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania 1 pkt
in2a

. . \ . sin“a _ tga sinf? __sina . »
Zdajacy zapisze r6wnosc <in 243 ef w postaci cos B ~sin’a = cosq Sin”/ lub

wraz z zalozeniami @, 5,7 €(0°,180°) i & # 90°, S # 90°.

sinfq _ sinacosf
sin?ff ~ cosasinf’

Rozwigzanie, wktorym jestistotny postep. .. 2 pkt
Zdajacy przeksztalci wyjsciowg rownosé do postaci sin 2@ = sin2/5.
Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 3pkt

Zdajacy zapisze przynajmniej jedna zalezno$¢ miedzy katami: ¢ = B lub @ + E =90° (2&‘ = 180" — 25).

Rozwigzanie pelne

Zdajacy zapisze pelny wniosek: @ = [ lub y = 90°.

Uwaga
]eiel;g zdajacy nie zapisze zaloien «,f,y €(0°,180°) i @ # 90°, f# 90° na zadnym z etapéw
rozwigzywania zadania, ale poprawnie wykona wszystkie przeksztalcenia, to za rozwigzanie
otrzymuje 2 pkt.
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Zadanie 12. (0-4)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie |R7. Planimetria. Zdajacy:

strategii. 3) znajduje obrazy niektdérych figur geometrycznych w jednokladnosci
[...];

4) rozpoznaje figury podobne i jednokladne; wykorzystuje (takze

w kontekstach praktycznych) ich wlasno$ci.

R8.5. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;.

Zdajacy posluguje sie réwnaniem okregu [...].

Przykladowe rozwigzania

Sposéb I
Zauwazmy, ze §rodek X jednokladnodci f lezy na przecieciu prostych AA" oraz BB'.

y
B’

X

Wyznaczamy réwnania tych prostych. Pierwsze z nich to y = 4x — 10, a drugie: y =—x. Proste te
przecinajg si¢ w punkcie X = (2, —2). Obliczamy skale jednoktadnoéci.

Mamy XA =[2,8]=2[1,4] = 2XA. Z definicji jednokladnosci wynika, ze skalg f jest 2. Szukany
érodek okregu, ktérego obrazem przy f jest okrag o réwnaniu (x — 8)* +(y —2)* = 4, oznaczamy
przez O =(x0,y0). Srodkiem okregu o réwnaniu (x—8) +(y—2)" =4 jest O' =(8,2). Skala
jednokladnosci jest 2, wiec mamy 2X0 = XO' =[6,4], czyli XO =3, 2].

Zatem O = (2, —2) + [3,2] = (5, 0).

Okrag o réwnaniu (x —8)* +(y —2)* = 4 ma promieri réwny 2, zatem szukany okrag ma promieri
réwny 1 (figury te s3 podobne, a skala podobieristwa to 2). Ma on zatem réwnanie (x — 5 )+ Y =1

Sposéb I1
Wyznaczamy wektory AB =[—6,1] oraz A’'B" =[—12,2]. W rozwigzaniu tym korzystamy z faktu,

ze jedli k jest skala jednokladnosci f, to dla kazdych punktéw P, Q oraz ich obrazéw P’ = f(P),
Q' =f(Q) w jednokladnosci f, zachodzi réwnos¢ wektorow k - Wj: W Skoro A'B” = 2AB,to k=2.
(Skale mozna wyznaczy¢ takze bezposrednio z definicji jednoktadnosci o §rodku X: XA + AB=XB
oraz XA” + A’'B = XB'. Ale z definicji jednoktadnosci XA” = k- XA oraz XB = k- XB. Co wiecej,
rachunki wyzej daja A'B’ = 2AB. A zatem XA + 2AB = k- XB. Napisane na poczatku réwnanie
pomnozone przez k daje nam k- XA + k- AB = k- XB, zatem k = 2).

Szukany $rodek okregu, ktérego obrazem przy f jest okrag o réwnaniu (x—8) +(y—2)’ =4
oznaczamy przez O = (xg, ;). Srodek okregu o réwnaniu (x — 8)* +(y — 2 = 4 oznaczamy jako O,
Jest to punkt (8, 2). Zgodnie z wyznaczong skalg jednokladno$ci mamy 2A0 = A0 =[4,—4]
(ponownie korzystamy tu z zapisanej wyzej whasnoéci skali jednoktadnoséci). Zatem AO =[2,2]
i O = (5, 0). Okrag o réwnaniu (x — 8)* + (y—2 )Y = 4ma promien réwny 2, a zatem szukany okrag
ma promien réwny 1 (figury te sa podobne, a skala podobienstwa to 2). Szukany okrag ma réwnanie
(x—57+y2=1.
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Sposob 111
Korzystamy ze wzoréw na jednokladno$¢ w ukladzie wspoétrzednych: jednokladno$¢ o $rodku

w punkcie O( xg, vp)iskalis # Oprzeksztalca punkt A = (x, y) na punkt A" = (sx + (1 - 5)xg, sy + (1 - 8)¥p).
Podstawiamy wspélrzedne punktéw i ich obrazéw i otrzymujemy uklad réwnan. Rozwigzujemy ten
ukltadiwyznaczamys$rodekiskalejednoktadnosci. Kolejne uzycie wzoréw do obliczonej jednokladnosci
pozwala na wyznaczenie srodka okregu, gdyz obrazem okregu w jednoktadnosci jest okrag.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania _1 pkt

e Zdajacy stwierdzi, ze $rodek jednokladnosci znajduje si¢ na przecieciu prostych przechodzacych
odpowiednio przez pary punktéw A, A’ oraz B, B', a nastepnie wyznaczy réwnania tych prostych
albo
T T . ;s
« wyznaczy wektory AB, A'B’ oraz skale jednoktadnosci
albo
« podstawi wspolrzedne punktéw do réwnan analitycznych na jednokladno$¢, otrzymujac uklad
rownan.
Rozwigzanie, wktorym postep jestistotny ...

« Zdajacy wyznaczy punkt przecigcia prostych przechodzacych odpowiednio przez pary punktéw
A, A’ oraz B, B, czyli X = (2, 2) oraz, z definicji, skale jednokladnosci

albo

« wyznaczy §rodek O’ = (8,2) i promieri r = 2 okregu (x — 8)° + ( y — 2)* = 4, a nastepnie, znajac skale
jednokladnosci f i warunki faczace wektory AO = A’O, wyznaczy érodek O = (5, 0) szukanego
okregu

albo
« rozwigze uklad réwnan, wyznaczajac przeksztalcenie.

Pokonanie zasadniczych trudnoécizadania || . ..., 3 pkt
Zdajacy obliczy jeden z parametréow szukanego okregu: srodek lub promien.
Rozwigzante PEMe. ;... ...icuiaminm it iioniimiins o mssis iy aoam s a0 o00s i3 sa R asa e aisopias adniadnat 4 pkt

Zdajacy wyznaczy réwnanie szukanego okregu (x — 57 + yr=1

Zadanie 13. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegolowe
I1. Wykorzystanie R1.4. Liczby rzeczywiste.
i interpretowanie Zdajacy oblicza potegi o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa
reprezentacji. dzialan na potegach o wyktadnikach wymiernych.

R3.2. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem.
P4.14. Funkgje.

Zdajacy szkicuje wykresy funkcji wykladniczych dla réznych podstaw.
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Przykladowe rozwiazanie

Dziedzing réwnania (1 —m)9*+4-3*=m+2 jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.
Podstawiamy y=3%  Wtedy wyjSciowe rdéwnanie mozna zapisaé w  postaci
(m—1)y*—4y+m+2=0. Funkcja wyktadnicza f(x)=3* jest réinowartoéciowa, zatem dla
kazdego m nowe réwnanie ma tyle samo dodatnich rozwigzan, co wyjsciowe rzeczywistych.

Dla m = 1 réwnanie przybiera posta¢ 4y = 3, wigc ma dokladnie jedno rozwigzanie réwne y = 7.

Jedynym rozwigzaniem wyjsciowego réwnania jest wigc w tym przypadku x = log; {%)
Niech m # 1. Wowczas (m — 1)y? — 4y + m + 2 = 0 jest réwnaniem kwadratowym zmiennej y i ma
ono dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, gdy 0 < A =16—4(m—1)(m+2)=—4(m*+m—6) =

=—4(m—2)(m+ 3), wiec gdy —3 < m < 2. Poniewaz jednak y > 0, wiec obydwa rozwigzania
m—+2

musza by¢ dodatnie. Z wzoréw Viétea wynika, ze iloczynem tych pierwiastkow jest liczba — —7,

a ich suma - liczba Obie te liczby musza by¢ dodatnie. Mamy wigc m — 1 > 0.

m—1°
Uwzgledniajgcwarunek —3 << m < 2, uzyskany przy rozpatrywaniu wyr6znika, widzimy, Ze réwnanie
(1 —m)9*+4-3*= m+ 2 dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy1 < m < 2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiagzania 1 pkt
Zdajacy rozpatrzy przypadek m = 1 lub zaproponuje podstawienie y = 3%, sprowadzajace wyjsciowe
réwnanie do réwnania postaci (m — 1)y* —4y+m +2 = 0.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny

Zdajacy stwierdzi, ze réwnanie (m—1)y?—4y+m—+2=0 ma dwa rézne pierwiastki tylko
w przypadku, gdy m # 1 i wyréznik jest dodatni. Wyznaczy ograniczenia zwigzane z liczbg m,
wynikajace z tego warunku: —3 < m < 2.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy stwierdzi, Zze obydwa pierwiastki muszg by¢ dodatnie i wypisze, na podstawie wzoréw Viete’a,
warunki:

m+ 2
m—1

> 0 oraz > 0, ktére dodatkowo musi spelnia¢ parametr m.

m—1
Rozwigzanie prawie pelne . . .. ...l
Zdajacy rozwiaze nieréwnosci przedstawione w powyzszym punkcie, uzyskujac warunek m > 1.
Nie uwzgledni jednak warunku —3 < m < 2. W przypadku, gdy zdajacy doprowadzi poprawnie
rozumowanie dotyczace przypadku m # 1 do korica, ale nie uwzgledni warunku m = 1, réwniez
dostaje 4 punkty.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy rozwigze nieréwnosci wynikajace z wypisanych warunkow i uwzgledniajac wcze$niejsze
ograniczenia wynikajgce ze znaku wyréznika uzyskuje odpowiedz: m € (1,2). Uwzgledni przy tym
w dyskusji przypadek m = 1. Jedli w rozwiazaniu nie powotluje si¢ wprost na réznowartosciowosé
funkcji wykladniczej, nie traci za to punktow.
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Zadanie 14. (0-5)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
I1. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszczyZnie kartezjanskiej. Zdajacy:
i interpretowanie P3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest réwnolegta lub prostopadla do
reprezentacji. prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;
R4) oblicza odleglo$¢ punktu od proste;j.

Przykladowe rozwigzanie

Na poczatku sprawdzamy, przez ktéry wierzcholek tréjkata ABC

y
/ przechodzi wysokos¢ tréjkata, czyli prosta y = 2x —7. Prosta ta nie
/ A jest prostopadta do prostej AB, ktérej wspolczynnikiem kierunkowym
/ . . 3—0_3 1 . . -
C,.1 jest liczba =—7 = 5 #—5, wobec tego nie zawiera ona wysokosci
B
0“““-1\ é + poprowadzonej zpunktu C.0 # 2- 1 — 7, wiec punkt B nie lezy na prostej
B y=2x—7,a3 =2-5—7,wiecpunkt Alezy na prostej y = 2x — 7, wigc
AN \ zawiera ona wysokos$¢ poprowadzong z punktu A.
/ Prosta zawierajagca punkty B, C, opisana réwnaniem y = ax+ b, jest
/ HEEE zatem prostopadla do prostej y = 2x —7. W szczegolnosci a = —%.
Po wstawieniu wspdtrzednych punktu B do réwnania y = —%x +b
otrzymujemy b = l. Wysoko$¢ h poprowadzona z punktu A do prostej

BC to odlegtos¢ punktu A od prostej y = —1 Sx+t %
| 1 | % C _‘
Réwnanie ogdlne tej prostej to 5 x +y —5 = 0. Zatem wysokos¢ h = S 24/5.
+1
2

Skoro pole trojkata ABC réwne jest % |BC|-h =5, to |BC|= /5. Szukamy zatem punktéw
o wspétrzednych (x, y) lezacych na prostej BC odleglych od punktu B o /5. Wspélrzedne (x, y) punktu

C spelniajg zatem warunki y/(x — 1)* + (y 0) = /5 oraz y = %x + % Z nich wynika réwnanie
kwadratowe 5 = (x — 1)2+(—%x+ ) =(x— 1+ 4( x+1PF= 4(x— 1), czyli 4 = (x— 1)%
Jego rozwigzaniami sg liczby x = —1 oraz x = 3.

Z réwnania y Z—%x+%wynika, zeC=(3, —1)lubC=(—1,1).

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania 1 pkt

Zdajacy sprawdzi, ze punkt A lezy na prostej y = 2x — 7 oraz Ze prosta ta jest prostopadla do proste;
przechodzacej przez punkty B, C.

Rozwigzanie, wktorym postep jest istotmy . ... ..., 2 pkt
, . . . . . 1 1

Zdajacy wyznaczy réwnanie prostej zawierajacej bok BC: y = — 2x+5.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania v 3Pkt

Zdajacy wyznaczy odlegfosc punktu A od prostej (2\/_ ) oraz, korzystajqc ze wzoru na pole trojkata,
wyznaczy|BC | =
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Rozwigzanie prawiepelne . . ... ... i kst F PRE

W oparciu o warunki dotyczace punktu C = (x y) zdajqcywypmze warunki \/(x -1 ) +(y—0r =45

oraz y ——%x + % i uzyska odpowiednie rownanie kwadratowe zmiennej x lub y.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy rozwigze uzyskane rownanie i uzyska mozliwe wspotrzedne punktu C: (3, —1) oraz (—1, 1).

Zadanie 15. (0-6)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegolowe
I1I. Modelowanie P4. Funkcje. Zdajacy:
matematyczne. 3) odczytuje z wykresu wlasnosci funkeji (dziedzine, zbiér wartosci [...]);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = a/x dla danego a, korzysta ze wzoru

i wykresu tej funkcji do interpretacji zagadnien zwigzanych z wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi.

R11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy:

2) oblicza pochodne funkcji wymiernych;

3) korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej.

Przykladowe rozwigzanie

a)
Rozwigzujemy uklad réwnan, np. metodg przeciwnych wspoélczynnikéow. Otrzymujemy:
+2
m= pi [ in= %, gdzie p #—1. Zatem rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb

+2
(mo,no) :(%5%)310 #—1
p . pt2

Wyznaczamy wzér funkgji £ f(p) = pFT pFI = _‘T_ 5 i podajemy jej dziedzing: D =R\ {2, —1}.

Aby wyznaczy¢ zbidr wartodci funkcji f, przeksztalcamy jej wzor:

_p _(p+t2)-2
f)=3F7="7pF2 =pFzTLPeED

Prosta y = 1 jest asymptota poziomag wykresu funkcji f, zatem liczba 1 nie nalezy do zbioru wartosci

funkcjif. Poniewaz —1 € D, wigc rozpatrujac funkeje g(x) = %,ktérej dziedzing jestzbiér R\ {—2},
stwierdzamy, Ze do zbioru warto$ci funkgji f nie nalezy liczba g(—1) =—1.
Mozna tez wykorzysta¢ wykres funkgji fi zauwazy¢, ze do wykresu nie nalezy punkt (—1, —1).

/; 1)

Zatem f(lD) = R\ {—1, 1}.
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b)

Sposéb 1
Wyznaczamy funkcje pochodna funkcji f:

f'(P):(p-{z) = l(p(;i);)zl.p = (P_iz)g pER\{—2,—1}.

Obliczamy warto$¢ pochodnej dla p =—3:

, 2
Obliczamy rzedng punktu P; fi—3) = _3__?_ 5 =3

Zatem P = (-3, 3).

Wyznaczamy réwnanie stycznej do wykresu f w punkcie P
y=f=3)(pt3)+3

y=2(p+3)+3

y=2p+9

Sposéb I1

Wyznaczamy rzedng punktu P; f{—3) = 3, czyli P= (-3, 3).

Zapisujemy rownanie stycznej s do wykresu f w postaci: y =ap+ b. Poniewaz P € s, wiec
3=—3a+b,skadb = 3a+ 3.

Zatem réwnanie stycznej mozna zapisa¢: y = ap + (3a + 3).

Prosta styczna do wykresu funkcji fw punkcie P ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspélny (jako
styczna do jednej z galezi hiperboli).

Stad uklad réwnan:
_ P
Y= p+2 ,gdzie p € R\ {—2,—1}, ma dokladnie jedno rozwigzanie.

y=ap+(3a+3)
Rozwigzujemy uklad réwnan i w wyniku otrzymujemy réwnanie
ap® +(5a+2)p + (6a + 6) = 0.
Poniewaz a # 0 (prosta o réwnaniu y = b nie moze by¢ styczng do hiperboli), wiec otrzymujemy
réwnanie kwadratowe, ktdre musi mie¢ jedno rozwigzanie, a zatem A = 0.
A=(5a+2) —4a(6a+6)=25a>+20a+4—24a> —24a = a* —da+4 = (a — 2)°
(a—2y =0, skad a = 2.
Zatem réwnanie stycznej ma postaé: y =2p +3 -2+ 3, czyliy = 2p +9.
Odpowiedz:

) f(p) = o D=R\{2,~1, D) =R\ {1, 1}

b) y=2p+9.

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch etapow:

a) Pierwszy etap skltada si¢ z czterech cze¢sci:
pt2

- rozwigzanie ukladu réwnan: my = % ing= W
- zapisanie wzoru funkgji fip) = p—-{z i podanie jej dziedziny D =R\ {2, —1}
—2

— przeksztalcenie wzoru funkgji f do postaci f(p) = pF2 + 1LUB sporzadzenie wykresu funkcji

- uzasadnienie, ze —1 & D i podanie zbioru wartosci funkcji D) =R\ {—1, 1}.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z tych czeéci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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b) Drugi etap sklada sie z dwdch czesci:

Sposéb I

- wyznaczenie wzoru funkcji pochodnej f'(p) = 2 T
wspdlczynnika kierunkowego stycznej f'(—3) =3 (p+2)

- obliczenie drugiej wspodlrzednej punktu stycznosci f(—3) = 3 i wyznaczenie réwnania stycznej
do wykresu funkgji f: y = 2p + 9.

p € R\ {=2, —1}, i obliczenie

Sposob II
— zapisanie réwnania stycznej w postaci y = ap +(3a + 3) oraz zauwazenie, ze uklad réwnan
__P
Y pt2 , gdzie p € R\ {-2, =1}, musi miec¢ jedno rozwigzanie

y=ap+(3a+3)
— rozwigzanie ukladu i obliczenie a = 2 oraz wyznaczenie rownania stycznej f: y = 2p + 9.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1) Jezeli zdajacy nie uwzgledni we wzorze funkcji fzalozenia p #—1, a tym samym blednie wyznaczy
fID), to w czeéci a) otrzymuje 2 punkty.

2) Jezeli zdajgcy popelni blad rachunkowy w czeéci a), np. podczas wyznaczania pary liczb (g, ng),
albo blednie zapisze wzor funkcji f, ale konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do korca, to
otrzymuje za calo$¢ 5 punktow.

3) Jezeli zdajacy popelni blad rachunkowy w czgsci b), ale konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do
korica, to otrzymuje za te cze$¢ 1 punkt.

Zadanie 16. (0-7)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegotowe
I11. Modelowanie R11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy:
matematyczne. 4) korzysta z wlasnosci pochodnej do wyznaczania przedzialéw

monotonicznosci funkcji;
5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;
6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Przykladowe rozwigzanie

Niech h bedzie dlugoscig krawedzi prostopadioscianu taczacej podstawy prostopadloscianu. Niech y
bedzie dlugoscia boku przekroju rozwazanego prostopadtoscianu, nie bedacego krawedzig podstawy.
Wiadomo, ze /3 = xy. Co wigcej, na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy y2 =h?+x% A zatem
V3 =xyh+ % Objetos¢ V prostopadlo$cianu réwna jest loczynowi pola podstawy i wysokosci,

A
a wiec V = x’h, za§ V> = x*h% Liczbe h* wyznaczamy ze wzoru na pole przekroju: h? = 3 2

W szczegblnosci kwadrat objetosci prostopadlo$cianu wyrazi¢ mozna za pomoca nastepujacej funkcji
zmiennej x: V2(x) = x* (3 — x*) = 3x2 — x°. Wyrazenie to rozpatrujemy dla tych x, dla ktérych opisuje
ono kwadrat objetoéci, wiec gdy 3 — x* > 0 oraz x > 0, czyli gdy x € (0, 4/3). Pochodna funkeji V?(x)
réwna jest (V?)(x) = 6x — 6x°. Rozwigzujemy nastepnie réwnanie, (V2)(x) = 0, a wiec réwnanie
6x — 6x° = 6x(1 —x)(1+ x)(1+x%) =0, Jedyne rozwigzanie mieszczace si¢ w wyznaczonym
weczeéniej zakresie wartoéci to x = 1. Dla x €(0,1) funkcja (V?)(x) jest dodatnia (iloczyn czterech
dodatnich czynnikéw), a wiec V2 (x) jest rosnaca na przedziale otwarto-domknietym (0,1), za$ dla
x > 1- funkcja(V?) (x)jest ujemna (trzy czynniki dodatnie, jeden ujemny), a wiec V() jest malejaca
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w przedziale domknieto-otwartym (1,4/3). Wynika stad, ze najwieksza wartoscig funkcji V2 (x)
w przedziale (0, 4/3) jest jej wartos¢ w punkeie 1, czyli liczba V2(1) = 2. Skoro kwadrat objetosci jest
najwickszy dla x = 1, to najwigksza objeto$¢ samego prostopadlo$cianu przy zadanych warunkach
réwna jest /2. Dlugo$ci krawedzi prostopadloscianu, ktérego objetosc jest najwigksza, to liczby 1,1, J2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow:

a) Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:
4

3

3—x
2
X

- wprowadzenie oznaczen i wyznaczenie wzoru na wysokos¢ prostopadloscianu: h” =

- wyznaczenie kwadratu objetoéci prostopadloscianu jako funkcji jednej zmiennej x:
V2(x)=x*(3—x%,na podstawie wzoru V(x) = x2h,

— wyznaczenie tych x, dla ktérych wyrazenie V2 (x) jest kwadratem objetosci prostopadloécianu: sa

tox € (0, %),
Za poprawne rozumowanie w kazdej z tych czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
b) Drugi etap sklada sie z trzech czesci:
— wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej V2(x) = x2 (3 — x%), czyli (V?) (x) = 6x — 6x°.

— obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V2 (x) mieszczacych sie w zakresie rozwazanych x,
jest jedno: x = 1,

- zbadanie znaku pochodnej funkcji V?(x) i uzasadnienie, ze dla x = 1 funkcja V?(x) osiaga
najwiekszg warto$c.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

c) Trzeci etap. Obliczenie najwickszej objetosci prostopadloécianu V(1) = /2. Znalezienie dlugosci
krawedzi prostopadio$cianu o najwickszej mozliwej objetosci: 1, 1, /2. Za poprawne rozwigzanie
tej czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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