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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe Poprawna
odp. (1p.)
I1. Wykorzystanie 3.9. Réwnania i nieréwnosci.
i interpretowanie Zdajacy rozwiazuje réwnania i nierdéwnosci z wartoscia A
reprezentacji. bezwzgledna, o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz:
[|x+ 1] —2| =3, |x+ 3|+ |x— 5| > 12.
Zadanie 2. (0-1)
I1. Wykorzystanie 5.1. Ciagi.
i interpretowanie Zdajacy wyznacza wyrazy ciggu okres§lonego wzorem
reprezentacji. rekurencyjnym.
POZIOM PODSTAWOWY
1.4. Liczby rzeczywiste.
Zdajacy oblicza potegi o wykladnikach wymiernych C
i stosuje prawa dziatan na potggach o wykladnikach
wymiernych.
5.4. Ciagi.
Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego.
Zadanie 3. (0-1)
L. Wykorzystanie 3.5. Réwnania i nieréwnosci.
i tworzenie informacji. Zdajacy stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych D
wielomianu o wspélczynnikach catkowitych.
Zadanie 4. (0-1)
I1. Wykorzystanie 1.2. Liczby rzeczywiste.
i interpretowanie Zdajacy stosuje w obliczeniach wz6r na logarytm potegi C
reprezentacji. oraz wzér na zamiane podstawy logarytmu.
Zadanie 5. (0-1)
I11. Modelowanie 10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria
matematyczne. prawdopodobienstwa i kombinatoryka.
Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji,
kombinacji, wariacji i wariacji z powtdérzeniami do B

zliczania obiektéw w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych.
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Zadanie 6. (0-2)

I1. Wykorzystanie 5.2. Ciagi.
i interpretmfanie Zdajacy oblicza granice ciagéw, korzystajac z granic ciggéw typu %, }:2
reprezentacjl. oraz z twierdzen o dzialaniach na granicach ciggéw.
Odpowiedz
2 2 5
Zadanie 7. (0-2)
IV. Uzycie i tworzenie 5.3. Ciagi.
strategii. Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb

Przyjmijmy oznaczenie: P, — pole n-tego kwadratu. Zauwazmy, ze kazdy nastepny kwadrat jest
podobny do poprzedniego w skali k = %, wiec stosunek pdél kazdych dwoéch kolejnych kwadratow
o . P n+l ; 2 — i . . ’
jest staty i réwny —p— = ( 3 ) =7 Pole obszaru zaznaczonego kolorem czarnym mozemy obliczy¢

nastepujaco: P =P, — P, + P, — P, + ...

Jest to szereg geometryczny zbiezny, w ktérym a, = P, = (3413 )’ = 117 oraz q= —%.

P
Zatem P = 1 -1 = 1174 = 81.
7 1+5
Schemat oceniania
Zdajacy OtrZYIMWIE | ... 1 PKE

gdy obliczy pole pierwszego kwadratu P, =117 i zauwazy, ze pole kazdego nastgpnego kwadratu
stanowi % pola kwadratu poprzedniego.

Zdaj acy otrzymu' € 2 pkt
) B e iiin i sbis i edin ate et s d i nds asn e saHn i HaHa s aHn e e Ea s s he e ban shen b an shen ban ahas

gdy obliczy pole obszaru zaznaczonego kolorem czarnym P = P, — P, + P, —P,+ ... = 81.

II sposéb
Przyjmijmy oznaczenie: P, — pole n-tego czarnego sze$ciokata. Wtedy

Py =Py pccpa = (35)2 _(%?n/ﬁ) = 65.

Zauwazmy, ze kazdy nastepny sze$ciokat czarnego koloru jest podobny do poprzedniego w skali
k= %, wiec ich pola tworza nieskonczony cigg geometryczny o ilorazie g = {%) = % Zatem pole
obszaru zaznaczonego kolorem czarnym mozemy obliczy¢ nastepujaco: P=P;+P,+P;+ P, +....

Jest to szereg geometryczny zbiezny, w ktorym a; = P, =65 oraz q = 1—1

R < R - R
ZatemP—l_q—l_m—Sl.
1
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Schemat oceniania

Z.dajacy OLFZYMIWJE ...

gdy obliczy pole pierwszego czarnego sze$ciokata P, =65 i zauwazy, ze pole kazdego nastepnego
iciokata stanowi —o pol dni

czarnego sze$ciokata stanowi o7~ pola poprzedniego.

LAYV OXTETINUNE ... visisiesvieissodssi 3 o b dusiosEsdnsigosia ik s snshon s sk snvine s A DI

gdy obliczy pole obszaru zaznaczonego kolorem czarnym P = 81,

Zadanie 8. (0-3)

V. Rozumowanie 6.5. Trygonometria.

i argumentacja. Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, sume
i réznice sinuséw i cosinuséw katow.

7.5. Planimetria.

Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich

z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinuséw.

Przykladowe rozwiazania

I sposob
C
a
D
- 1]
A B

Zauwazmy, ze |<CABC| = 90° — 3.
Z twierdzenia sinuséw w tréjkacie DAB otrzymujemy:

| AD| ~ |BD|
sin(90° —3)  sin2a

Stad:
IADI _ a-cos3a _ cos(2a +a) _ €os2a cos — sin2a sinc
sin2q sin2q a 2 sina cosa
|AD|= cosa(cos2a — 2sin*@) 1 — 2sin’@ — 2sin’w
—a 2sine cosw —a 2sina
~a(1 —4sin’a)
|AD | o 2sin¢

co konczy dowdd.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POStep ... 1 pkt
. e e A oo oo |AD| _ |BD]

Zdajacy zastosuje twierdzenie sinuséw w tréjkacie DAB i zapisze réwno$ §in(90° —3¢) _ sin2a"

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania | ... 2 pkt

Zdajacy zastosuje wzory na cosinus sumy katow, sinus i cosinus podwojonego kata i zapisze np.

1 — 2sin‘@ — 2sin’w
2singy i

réwnos¢ ‘AD| =a
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Rozwigzanie pelne e, 3 pkt
a(1—4sin’@)
2sina

Zdajacy przeksztalci wyrazenie do postaci| AD| =

11 sposdb ¢

a

! 20N

A B

Korzystamy z funkcji tangens w tréjkatach prostokatnych CAD i CAB:

_|cD| _
tga = |CA|,stqd|CD|—|CA|-tga
BC
tg3a = —||CA||,stqd|BC|= CA - tg3a

|BD|=|BC|—|CD|=|CA| (tg3a —tga)

Przeksztalcamy wyrazenie

sindo  sin@ _ sin3@ - cos@ — sind - cos3¢
cos3a  cosw cos3¢ - cosa :

tg3a —tga =

Stosujemy wzér sin(«@ — /) = sina - cose — sina - cose i upraszczamy dalej powyzsze wyrazenie:

tg3a —tga = cosglc?-zfosa B gos;glg
Wracamy do odcinka BD:
a=|BD|=|CA| (tg3e —tga) = |CA| 232L
Stad
|CA|=a-523%
Wyznaczamy teraz dlugos¢ odcinka CD:
cos3a sina cos 3¢

|CD|:|CA|'tga:“'2sina cose  “ 2cosa

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trdjkacie CAD:

2 2 > atcost3a( 1 1 _ a*cos’3a
|AD[" =|CA[ +|CD[ = 1 \sin’a * cosza')_ 4sin’ @ cos’a

Dla kata ostrego @ wartosci funkcji trygonometrycznych sg dodatnie, wigc:

|AD|=| a-cos3a |: a- cos3a :a505(2ﬂ‘+€?):acos2acosa—sin2£rsina'
2sina cosa 2sina cosa 2sin¢@cosa 2sin@ cos
|AD|= cosa(cos2 —2sin’@) 1 —2sin’e —2sin’@
—a 2sin@ cosa B 2sina
|AD|= a(1—4sin’a)
o 2sin¢

co koniczy dowéd.
Zamiast korzystac z twierdzenia Pitagorasa, mozna w tréjkacie CAD zastosowac definicje sinusa:

_|cD|
|AD|_ sin
cos 3
|AD|= 4 3cosa  acosa(dcos’@—3)  a(4(1—sin*a)— 3)
- sing o 2cosasina B 2sina
_ a(l—4sin’a)
|AD|_ 2sine
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ... 1 pkt
Zdajacy przeksztalci wyrazenie tg3a — tga = %g;g’g i wyznaczy odcinek| CA|=a- gosfr‘?g
Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 2 pkt

Zdajacy zastosuje twierdzenie Pitagorasa lub definicje sinusa oraz wzory na cosinus sumy katdéw,
1 —2sin’q — 2sin’a | .
2 sina

sinus i cosinus podwojonego kata i zapisze np. réwnoscé |AD| =a
g L0s 3a
— 2cosa
|AD|= —2cose.
sin
(1 —4sin‘a)
2sina

Rozwigzanie pelne

Zdajacy przeksztalci wyrazenie do postaci | AD | = %

Zadanie 9. (0-3)

V. Rozumowanie 11.5. Rachunek rézniczkowy.
i argumentacja. Zdajacy znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych.

Przykladowe rozwigzania

1 sposob
Wielomian f(x) = 3x'° — 5x° + 3 jest funkcja ciagla w zbiorze liczb rzeczywistych

i lim f(x) = _li_rt:r}xm(?; —%+%

X—to

) = oo, wystarczy zatem wykazaé, Ze najmniejsza wartos§¢
wielomianu fjest dodatnia.

Wyznaczamy pochodna:

f'(x) = 30x" — 30x° i obliczamy jej miejsca zerowe:

fx)=0e=x"—x"=0.

Stad:
x*(x*—1)=0
x=0lubx*=1

x=0lubx=1lubx=—1.
Szkicujemy przyblizony wykres znaku pochodnej:

Wielomian fjest funkcjg malejacg w kazdym z przedziatléw (—oo, —1) oraz {0, 1) i funkcjg rosnaca
w kazdym z przedzialéw ( —1,0) oraz (1, ©°), wiec najmniejszg warto$¢ funkcja osigga dlax = —1 lub
x=1

f(—=1)=f(1)=3—5+3=1 - jest to najmniejsza warto$¢ wielomianu, bo lim f{x) = co. Najmniejsza
warto$c jest dodatnia, zatem wielomian nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, co konczy dowod.
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ... 1 pkt
Zdajacy wyznaczy funkcje pochodng: f'(x) = 30x” — 30x° i obliczy jej miejsca zerowe: x € {—1, 0, 1}.
Pokonanie zasadniczych trudnodcizadania ... 2 pkt

Zdajacy zbada znak pochodnej i ustali argumenty, dla ktérych wielomian moze osiggnaé wartosc

najmniejsza.
Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy warto$¢ najmniejsza i przez fakt, ze jest ona dodatnia, udowodni prawdziwo$¢ tezy.

I1 sposéb
Korzystamy z twierdzenia Bézouta.

Liczby 11 —1 s3 pierwiastkami wielomianu 3x' — 5x° + 2, zatem otrzymujemy:

30 —5x°+3=3x0"—5x+2+1=(x2—1)(3x* +3x°—2x*' —2x*—2)+ 1.

I dalej:

(> 1B +3x° —2x* =2 —2)+1=(x2— 1) (3x°+6x" +4x*+2)+1>1 >0, bo parzyste

potegi liczb rzeczywistych sa nieujemne.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny POStep, ... 1 pkt
Zdajacy zauwazy, ze f(x) jest funkcja parzystg i wystarczy zajmowac si¢ tylko liczbami x = 0.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania . ..., 2 pkt
Zdajacy zapisze rdownos¢

Bx'0— 548 +3=3x0—5x+2+ 1= (x>~ 1)(3¥ + 36— 24* — 24> —2) + 1

ROZWIAZADIE PEINE .. . i i i it i et s L B e R S s 3 pkt

Zdajacy obliczy warto$¢ najmniejszg funkcji i przez fakt, ze jest ona dodatnia, udowodni prawdziwosc
tezy.

Zadanie 10. (0—4)

IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdajacy:

strategii. 5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, sume i réznice
sinusow i cosinusow katow;

6) rozwigzuje réwnania i nieréwnos$ci trygonometryczne typu

sin 2x = %,sin2x+ cosx = 1,sinx + cosx = 1,cos82x < %

Przykladowe rozwiazania
I sposéb
W réwnaniu mamy funkcje tangens, zakladamy wiec, ze x # % + km, gdzie k jest liczba catkowita.

Nastepnie przeksztalcamy réwnanie:

sin x
CoSX

sinxcos3x + cos’x =0

sin x (cos 3x +cosx) =0
Stosujemy wzdr na sume cosinusow i zapisujemy réwnanie w postaci:
2sinx-cos2x-cosx=0
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Jest ono rbwnowazne alternatywie réwnan:

sinx=0 lub cos2x=0 lub cosx=0
x=km 2x = % + kn X = % + km — sprzeczne z zaloZeniem
- Ty T
x =7 1tks

Zatem wszystkie liczby rzeczywiste x réwniez mozemy zapisa¢ w postaci x = krt lub x = % +k5,
gdzie k jest liczba catkowita.

Alternatywne rozwigzanie rbwnania sinx (cos3x + cosx) = 0:
sinx=0 lub cos3x+ cosx =0
cos 3x = —cosx = cos (x + 1), wiec albo 3x = x+ © + 2kn dla pewnej liczby calkowitej k, albo

3x=—(x+ m) + 2k dla pewnej liczby catkowitej k, co prowadzi do wyniku otrzymanego powyze;.

II sposéb
W réwnaniu mamy funkcje tangens, zakladamy wiec, ze x # % + km, gdzie k jest liczbg calkowita.
Przeksztalcamy réwnanie do postaci:

sinx cos3x + sinx cosx =0
Korzystamy ze wzoru sin @ cos@ = %( sin(a@ + f) + sin(@ — f)) i zapisujemy réwnanie:
%(sin4x+ sin(—2x))+ %sin 2x=0
sin4x—sin 2x+sin 2x =0
Otrzymujemy réwnanie: sindx =0, czyli 4x=km, skad x = k%. Wsrod uzyskanych rozwigzan
znajduja si¢ te, ktdre nie spelniajg zalozenia, zatem ostatecznie x = k%, gdzie k jest liczba catkowita

ik#2+4ndlan € C.

I11 spos6b
Zakladamy, ze x # % + km, gdzie k jest liczba calkowita.
Przeksztalcamy réwnanie do postaci:

sinxcos3x + sinxcosx =0

Zauwazmy, ze
cos3x = cos(2x + x) = cos2x cosx — sin2x sinx = cosx(cos2x — 2sin*x)

cos3x = cosx(1— 4sin’x)

Po podstawieniu do réwnania otrzymujemy:
sinxcosx(1 —4sin’x)+ sinxcosx = 0

sinxcosx(1 —4sin’x+1)=0
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sinx=0 lub cosx=0 lub sinx*= %
2 V2
x=kn x=%+kﬂ sinx=§lub sinx =——5—
s
_ T T
sprzeczne z zal. x=gtk5

Zatem wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajagce réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci x = km lub

X = % + k%, gdzie k jest liczbg calkowita.

Schemat oceniania trzech sposobéow

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

Zdajacy przeksztalci réwnanie do postaci
e 2sinx- cos2x - cosx = 0 irozwiaze je: sin x = 01lub cos2x = 0lub cos x=0

albo

esin4x =0

albo

« sin x cos x (2—4 sin’x ) = 0 i rozwiaze je: sin x=01lub cos x =0 lub sin’x= %

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania

Zdajacy poda rozwigzania otrzymanych prostych rownan: x = k%, gdzie k jest liczbg catkowitg (lub
w innej rownowaznej postaci).

Rozwigzanie pelne

Zdajacy uwzgledni zalozZenie i zapisze wszystkie rozwigzania réwnania:

x=kmlubx = % + k%, gdzie k jest liczba catkowita.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy nie zapisze zalozenia x # % + km i w rezultacie poda rozwigzania: x = k%, gdzie
k jest liczbg catkowitg (lub w innej réwnowaznej postaci), to otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy przeksztalci réwnanie do postaci sinxcos3x + sinxcosx =0, a nastepnie
podzieli je obustronnie przez sinx bez zaloZenia, Ze sinx # 0 i poprawnie rozwigze réwnanie
cos3x + cosx = 0, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przeksztalci réwnanie do postaci sinxcos3x +sinxcosx =0, a nastepnie podzieli
je obustronnie przez sinx z zalozeniem, Ze sinx # 0, poprawnie rozwigZe rdéwnanie

cos3x + cosx = 0, ale nie uwzgledni zalozenia x # % + km oraz nie rozpatrzy przypadku
sinx =0, to otrzymuje 2 punkty.

4. Jezeli zdajacy przeksztalci réwnanie do postaci sinxcos3x + sinxcosx=0, a nastepnie
podzieli je obustronnie przez sinx z zalozeniem, Ze sin x # 0, poprawnie rozwigze réwnanie
cos3x + cosx = 0, uwzgledniajac zalozenie x # % + km, ale nie rozpatrzy przypadku sinx = 0, to
otrzymuje 3 punkty.

5. Jezeli zdajacy poda tylko kilka rozwigzan réwnania (np. z przedziatu {0, 27) lub nie uwzgledni ich
okresowego powtarzania sig), to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 11. (0—-4)

IV. Uzycie i tworzenie 11.3. Rachunek rézniczkowy.
strategii. Zdajacy korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodne;j.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax+ b jest réwny tangensowi kata nachylenia prostej do osi
Ox. Zatem a = tga 45° = 1.

Wispotczynnik kierunkowy stycznej jest réwny pochodnej funkcji w punkcie stycznosci
P(xg, f(x0)): a=f"(x) = 1.
Obliczamy pochodng funkji:

oy (XT3 _ 1—x+x+3 _ 1 _ _ Co . .
f (x)_(l—x.) ST (—xf (—2p fo—Df—R\{l}lzap1sujemyrowname:
4
T a =1
(1 —x)
(x(}_1)2:4
Xo—1=2 lub x,— 1= —2
X=3 lub x=—1

flog) = —3 flxg) =1
Istniejg zatem dwie styczne do wykresu funkcji f w punktach P; = (3, —3) oraz P, =(—1, 1) tworzace
z osig Ox kat 45°.

Wyznaczamy réwnania stycznych, korzystajac ze wzoru y — f(x;) = f'(xp)(x — xp):
y+3=x—3Iub y—1=x+1,
y=x—06lub y=x+2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FORWARZAMIR ool st codinading st s e i e bl it AN s s e s b
Zdajacy obliczy wspodlczynnik kierunkowy prostej: a =tg45° =1 i wyznaczy funkcje pochodna
f &=y

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep .. ...........................2pkt

. . . 4
Zd I v — L
ajacy ulozy réwnanie —— 7

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt
Zdajacy wyznaczy punkty stycznosci: Py = (3, —3) oraz P, = (—1, 1).
ROZWIRZANIE PEIE ... ... i 01601 taniaianiesstieninni oo i sneaai fe b e im0 4 pkt

Zdajacy poda réwnania stycznych: y=x— 6,y =x+ 2.

II sposéb
W spdtczynnik kierunkowy prostej y = ax + bjest réwny tangensowi kata nachylenia prostej do osi Ox.
Zatem a = tg 45° = 1, czyli réwnanie stycznej mozna zapisa¢ w postaci y = x + b.

x+3_ —(x—1)—4  —4 :
1 —x x—1 =2 1, gdzie x # 1.

Zauwazmy, ze f(x) =
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Wykresem funkgji f jest hiperbola, a styczna do hiperboli ma z nig dokladnie jeden punkt wspdlny,
ktérego wspolrzedne sa rozwigzaniem ukladu réwnar:

y=x+b

_x+3

)
Tii =x+b
xXX+bx—b+3=0

Uktad réwnai ma jedno rozwigzanie (tzn. prosta z hiperbola ma dokladnie jeden punkt wspélny), gdy
wyréznik otrzymanego réwnania kwadratowego jest réwny zero.

A=0
B—4-(—b+3)=0
b*+4b—12=0
b=—61lub b=2

Sa zatem dwie styczne spelniajace warunki zadania: y=x—6, y=x+2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

PORWEGEATMIR -5 5 s 2ot o e e S e S S o e E R S e S e s e 1 pkt
y=x+b

Zdajacy obliczy wspélczynnik kierunkowy prostej: a = tg45°=1 i zapisze uklad réwnan x+ 3.
YT 1—x

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ... 2 pkt

Zdajacy wyprowadzi z uktadu réwnanie kwadratowe z jedng niewiadomg i parametrem b,

np.x*+bx —b+3=0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3pkt

Zdajacy zapisze warunek A = 0 i obliczy wartosci parametréw b, dla ktérych jest on spelniony:
b=—6 lubb=2.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy poda réwnania stycznych: y=x—6, y=x+2.
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Zadanie 12. (0—-4)

IV. Uzycie i tworzenie 10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
strategii. i kombinatoryka.

Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
i wariacji z powtérzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwiazanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru {1, 2, 3, ..., n}, czyli
kombinacje. Zatem liczba wszystkich mozliwych wynikéw do$wiadczenia losowego jest réwna:
|Q|:(n): n! :n-(n—l)-(n—Z)!:n-(n—l)

2 21 (n—2)! 2-(n—2)! 2
Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosowano dwie liczby réznigce si¢ co najmniej o trzy. Latwiej wskazac
wyniki, ktére nie sprzyjaja zdarzeniu A, dlatego rozwazamy zdarzenie przeciwne:

A’ - wylosowano dwie liczby réznigce si¢ o mniej niz trzy.

Zdarzenie A'jest suma dwdch wykluczajacych si¢ zdarzen:

B, — wylosowano dwie liczby rézniace sie o jeden;

B, — wylosowano dwie liczby rézniace si¢ o dwa.

Zauwazmy, ze B, = {{1,2},{2,3}, {3, 4}, ..., {n — 1, n}}, wiec |B;|=n—1,
B,={{1, 3},{2, 4},{3, 5},....{n — 2,n}}, wiec |B, | =n—2.

Zatem |A'| = |By| + |By| = 2n— 3, czyli z klasycznej definicji prawdopodobieristwa:
la’| _ 2(2n—3)

Skoro P(A) = %, toP(A’)=1—P(A)= 15—2
Uktadamy réwnanie:
An—6 _ 5

n*—n 12
5n* —5n = 48n— 72
5n*—53n+72=10
ktére spelniajg dwie liczby: n, = %, n,=9. Liczba n, = % nie jest liczbg catkowit, zatem dla n =29
prawdopodobienistwo wylosowania dwdch liczb, ktére réznig sie co najmniej o trzy, jest rowne %
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIGZAMIA |||t L DKE
Zdajacy:

« zapisze liczbe wszystkich mozliwych zdarzeri elementarnych | Q| = (;)
albo

« opisze zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A",

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy poda liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A" |A'| =2n — 3.
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Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania . ..................................>3pkt
_ o ) o ) ny n-(n—1)
Zdajacy obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych| Q | = (2) =5 izapisze

|A’| _ 2(2n—3)

prawdopodobienstwo P(A’) = 0]~ nn—1)"

Rozwigzanie pelne

. .. . . 4dn—6 _ . . . . .
Zdajacy rozwigze réwnanie = =5, odrzuci rozwigzanie sprzeczne z warunkami zadania
n*—n 12

i poda odpowiedz: n=9.

Zadanie 13. (0-5)

IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy:

strategii. 1) stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag
i czworokaty opisane na okregu;

5) znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw.

POZIOM PODSTAWOWY

7.4, Planimetria.

Zdajacy korzysta z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w latwych
obliczeniach geometrycznych, w tym ze wzoru na pole tréjkata
ostrokatnego o danych dwéch bokach i kacie migdzy nimi.

Przykladowe rozwigzania

1 sposob
v 2 Dane:

|AS|=|BS| =10

c h S ¢ _i
COSt¥ = 5

r
AN
A F E B

Srodek okregu wpisanego w wielokat jest punktem przeciecia dwusiecznych jego katéw wewnetrznych,
stad |LSAB| = % |<LDAB| = %. Ponadto trojkat ABS jest rownoramienny, wiec |<LASB| = 180° —a.
Z twierdzenia cosinusow w trojkacie ABS otrzymujemy:

|AB|?>=10%+10%>—2-10?- cos(180° — )

| ABF =200 + 200 cosa = 200 +200- > = 320

5
| AB| = 8y/5

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie AES obliczamy promien okregu wpisanego w trapez:

r=+10"— (4J§ = m = 2-./5, wiec wysoko$¢ trapezu h = 4\/§.

Z jedynki trygonometrycznej sin@ = 1 — cos’@ = %, czyli sine = %

W tréjkacie prostokatnym AFD:

sina = %, stad ¢ = 4‘/5% = 5,/5.

W ten trapez mozna wpisac okrag, wiec| AB|+| CD| = 2¢ = 104/5, zatem pole trapezu:
I %(IAB|+|CD|)- h =55 45 =100
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II sposéb
2 ¢ Dane:

|AS| = |BS| =10

c B S c 3
cosa =5

r
oY 3 ;
A F E B

Srodek okregu wpisanego w wielokat jest punktem przeciecia dwusiecznych jego katéw wewnetrznych,
stad | <{SAB| = |<DAB| = <.
Ze wzoru na cosinus podwojonego kata otrzymujemy:

cosa = 1— ZSinz%

2 =12 d

& - V5
siny = 5
W tréjkacie prostokatnym AES:
. _r
V5 _r
5 10

Stad r = 245, wiec wysoko$¢ trapezu h = 44/5.

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie AES:
|AE[ = 4/10°—(24/5) = 4y/5, wiec| AB| = 84/5.

Z jedynki trygonometrycznej sin*e = 1 — cos’@ = %, czyli sina = %, stad tger = %
W tréjkacie prostokatnym AFD:

__h
tga_lAPl
4__h_
3 |AF|

|AF|=3/5
Z wlasnodci trapezu réwnoramiennego:
|CD|=|AB|—2-|AF|= 85— 6y5 =2y/5
Zatem pole trapezu:

Paseo = 5| AB|+|CD)- b = 5/5 - 4/5 = 100
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II1 spos6b

D ¢ Dane;:
|AS| =|BS| =10
c h S c 3
cosa =&
r
oy 3 .
A F E B

Przyjmijmy oznaczenia: |AB| = a, |CD| =b, |AD| = |BC| =c, |DF| = h, |AF| = x.

W tréjkacie prostokatnym AFD:

W ten trapez mozna wpisa¢ okrag, wiec:
atb=2
2b+2x=2c

3
b+5c—c

b=%c

1 4
Stad| AE|=x+5b =5
Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie AFD:

h=yc*—x>=,/ cz—(%f:)2 :%c

Stad | ES| = 3h =5
Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AES:
|AE[ +|ES[ =] AS[
(5 +(Fe) = 100
c= 5;/?

Ponadto a + b = 2¢ = 10y/5, h = %c = 44/5, wiec pole trapezu:

Pusco = 3(a+b)-h=5/5-4y/5 = 100

Schemat oceniania trzech sposobow

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMER ||| ||| ittt

J/5

.1 pkt

Zdajacy:

« zastosuje twierdzenie cosinuséw w trojkacie ABS: | AB [ = 10>+ 10> —2-10* - cos(180° — @)
albo

« zastosuje wzor na cosinus podwojonego kata i obliczy sin % =5
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albo
« zastosuje wlasnos¢ czworokata opisanego na okregu i zapisze réwnos¢ 2b+ 2x = 2¢ lub wyznaczy

wysokos¢ trapezu w zaleznosci od dtugosci ramienia h = = c.

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep ... 2 pkt
Zdajacy:

« obliczy dtugos¢ dolnej podstawy: | AB| = 8y/5 lub wysoko$¢ trapezu: h = 445

albo

« zapisze ré6wno$¢ b = %c.

Pokonanie zasadniczych trudnodcizadania 3 pkt

Zdajacy:
« obliczy dtugoéé¢ dolnej podstawy: | AB| = 84/5 lub wysokoéé trapezu: h = 44/5
albo

« zapisze obie réwnosci: b = %c ih= %c.
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja poprawnosci

rozwigzania (np. bledy rachunkowe) . .._...........ee.....4 pkt

Zdajacy:
« obliczy dtugo$¢ ramienia trapezu: ¢ = 54/5 i sume dlugosci jego podstaw:

|AB|+|CD|=2c =10y/5

albo

« obliczy dtugosé gornej postawy trapezu: | CD| = 24/5

i poprzestanie na tym lub rozwigze zadanie do konca z blgdem rachunkowym (nawet na
wczesniejszych etapach rozwigzania).

Rozwigzanie pelne

Zdajacy wyznaczy pole trapezu: Pypcp = 100.

Zadanie 14. (0-5)

IV. Uzycie i tworzenie 7.3. Planimetria.

strategii. Zdajacy znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych

w jednoktadnosci (odcinka, tréjkata, czworokata itp.).

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:

5) postuguje sie réwnaniem okregu (x — a)’ +(y—b) = r? oraz
opisuje kola za pomoca nieréwnosci;

7) oblicza wspdlrzedne oraz dlugos¢ wektora, dodaje i odejmuje
wektory oraz mnozy je przez liczbe. Interpretuje geometrycznie

dzialania na wektorach.

POZIOM PODSTAWOWY

8. Geometria na plaszczyZznie kartezjaniskiej. Zdajacy:

5) wyznacza wspoétrzedne srodka odcinka;

6) oblicza odlegltos¢ dwdch punktow.
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Przykladowe rozwiazania

I sposob

Punkt A= (a, b) lezy na prostej x + 2y +10=0, wieca+2b+10=0,
stad a = —2b — 10, zatem wspolrzedne punktu A'= (—2b — 10, b).
Z definicji jednokladnosci:
OA” = k- OA
[-2b—10, b—3]=k-[2, 3]
Z réwnosci wektoréw otrzymujemy uklad réwnan:
{—Zb — 10 = 2k

b—3=3k
k=-2

b=—3
Zatem skala jednoktadnosci k= —2 oraz A'= (—4,—3).

Z definicji jednokladno$ci wyznaczamy teraz wspoétrzedne punktu B'= (b, by):

ktorego rozwigzaniem jest para {

OB =k-OB
[6,b,—3]=—2[—4,1]
{blzs
b,=1
B'=(8,1)

Ze wzoru na wspolrzedne Srodka odcinka ustalamy wspoélrzedne §rodka okregu, ktérego srednica jest
odcinek AB" §'= (2, —1) oraz ze wzoru na odleglo$¢ dwdch punktéw obliczamy promien tego okregu:
¥ =|SB|=/(8—2)V+(1+1) =40, wiec réwnanie tego okregu: (x —2)* + (y+ 1) = 40.
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II sposéb

Z konstrukcji obrazu punktu w jednokladnosci wynika, ze punkt A’ lezy na prostej AO, jest
zatem punktem przecigcia tej prostej z prosta x +2y+ 10 =0. Wyznaczamy réwnanie prostej AO:

a= % = % i b=3, wigc y = %x + 3. Wspdlrzedne punktu A’ obliczamy, rozwigzujac uktad
3
=Sx+3
réwnai:{? 2
x+2y+10=0
Jlx =—4
y=-3
A'=(—4, -3)
Z definicji jednoktadno$ci wyznaczamy skale k:
OA"=k- OA

[_43 _6] = k " [2! 3]
k=-—2
Przyjmujemy oznaczenia: S - §rodek okregu o $rednicy AB, r - promien tego okregu. Wtedy ze wzoru

na wspolrzedne §rodka odcinka wyznaczamy S =(—1, 5), a ze wzoru na odlegloé¢ dwoch punktéw
r=|SA|=y(2+17+(6—5) =y10.

Niech teraz S'=(a’, b') —srodek okregu o $rednicy AB', r' — promien tego okregu. Z wlasnosci
jednokladnosci: ' = | k|- r = 24/10 oraz OS’ = k- OS

[a,b'—3]= —2-[—1,2]
a'=2,b'=—1,czyli §'=(2,—1)
Zatem réwnanie okregu o $rednicy A'B" (x —2)*+ (y + 1)* = 40.
Schemat oceniania obu sposobow
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA, |||\ttt L DKE
« wykorzysta fakt, ze punkt A" nalezy do prostej x + 2y + 10 =0, i zapisze jego wspoélrzedne z jedna
niewiadoma, np. A'=(—2b—10, b)
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albo
« wyznaczy wspOlrzedne §rodka i promien okregu o $rednicy AB: S=(—1,5), r = V10 lub zapisze
y= %x + 3

uktad réwnan, z ktérego mozna obliczy¢ wspoétrzedne punktu A" [ E
x+2y+10=10

Rozwiyzanie, wktorym jest IStOtNY POSTED .......c..co. ot innimassisbunniunaianhatintn ot 2 pkt

Zdajacy:

« wykorzysta definicje jednokladnosci i z réwnosci wektoréw zapisze uklad, z ktérego mozna obliczy¢

—2b— 10 = 2k
skal¢ jednoktadnosci i wspotrzedne punktu A', np. {b 53— 3

albo
y= ix +3

« rozwigze ukltad rownan - i poda wspolrzedne punktu A'=(—4,—3).
x+2y+10=0

Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania . 3 pkt

Zdajacy wyznaczy wsptrzedne érodka i promien okregu o érednicy AB: S=(—1,5), r = /10 i obliczy
skale jednokladnosci k= —2.

Rozwigzanie zadania do korca, lecz z usterkami, ktoére jednak nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt

Zdajacy obliczy wspoélrzedne srodka okregu, ktorego $rednicg jest odcinek A'B: §'=(2, —1), oraz
promienl tego okregu: r' = /40 i poprzestanie na tym lub rozwigze zadanie do konca z bledem
rachunkowym (nawet na wczesniejszych etapach rozwigzania).

Rozwigzanie Pelne.. . . i i i i ooy vk b 533 43 E SR o s 5 pkt
Zdajacy poda rownanie okregu o $rednicy A'B": (x —2)*+ (y + 1)* = 40.
Zadanie 15. (0-6)

IV. Uzycie i tworzenie 2.1. Wyrazenia algebraiczne.

strategii. Zdajacy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a + b)’ oraz a® + b®.

3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy:

1) stosuje wzory Viéte'a;

2) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe

Z parametrem;

3) rozwigzuje uklady réwnan prowadzace do réwnan kwadratowych;
7) rozwigzuje latwe nieréwnosci wielomianowe.

Przykladowe rozwigzanie
Wispoétrzedne punktéw przeciecia prostej z parabola to pary liczb spelniajace uklad rownan:
y=(a—3)x+ta+4

y=%x2—2ax+a+8
Tx*—2ax+a+8=(a—3)x+a+4 |2

x*—4dax—2ax+6x+8=0
x*—6(a—1)x+8=0
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Pierwiastki tego réwnania sg odcigtymi x,, x, punktéw wspolnych prosteji paraboli. Prosta z parabola
ma dwa punkty wspoélne, gdy wyrdznik otrzymanego réwnania kwadratowego jest wiekszy od zera.
Zatem:

A>0
36(a—17—4-8>0 |:4
(a—17>3

a>1+—7F— J_ lub a <1— 2‘/_
a E(—oo,l— 2[) (1+ 2’/_ )
Nastepnie korzystamy ze wzoréw a’+ b’ = (a+b)(a’— ab +b?) oraz a®+b*=(a+b) — 2ab
i przeksztalcamy nieréwnoéé x7 + x3 < 9x,x, do postaci:
(2, +x,)(x1 — x,%, + x3) < 9x, x,
(2, 2,) (2, + x, ¥ — 3x,x,) < 9x,x,
Po zastosowaniu wzoréw Viéte'a otrzymujemy nieréwnos¢ z niewiadoma a:
6(a—1)36(a—1Y—3-8)<9-8 [:(9-8)
(a—1)3(a—1V—2)<1
(a—1)3a’—6a+1)<
36° =9’ +7a—2<0

1

Rozkladamy wielomian na czynniki, wykorzystujac twierdzenie o pierwiastkach catkowitych
wielomianu o wspélczynnikach catkowitych i dzielenie przez dwumian. Otrzymujemy:

(a—2)3a*—3a+1)<0
Jedynym pierwiastkiem tego wielomianu jest a = 2, gdyz wyréznik czynnika kwadratowego jest
ujemny. Poniewaz 3a® — 3a + 1 = 0, wiec nieréwnoé¢ zachodzi dla a < 2.

A>0

Na koniec wyznaczamy iloczyn warunkéw {x? + 22 < 9x,x,
242

2

Poniewaz a:2>1+T, wiec dla aE( 11—

,2> prosta o réwnaniu
y=(a—3)x+a+4 przecina parabole o réwnaniu y = %xz —2ax+a+8 w dwoch punktach

o odcietych x;, x, tak, Ze wspélrzedne punktu P = (x,, x,) spelniaja nieréwnosé x* + y* < 9xy.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z czterech etapow.
y=(a—3)xtat4

Etap I pol isaniu uktadu ré '
ap I polega na zapisaniu ukladu réwnan { _ %xz—Zax+a+ 3

i wyprowadzeniu z niego
réwnania kwadratowego z niewiadomg x i parametrem a: x* — 6(a — 1)x +8 = 0.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

242

Etap II polega na rozwigzaniu nieréwnoéci A > 0:a € (—oo 1— —) ( 3 oo).

Za poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga: Jezeli zdajacy zapisze A = 0, to za te cze$¢ otrzymuje 0 punktéw.
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Etap III polega na rozwiazaniu nieréwnoéci x; + x; < 9x,x,. Za te cze$¢ rozwigzania zdajacy
otrzymuje 3 punkty.

Podzial punktéw za trzeci etap rozwigzania jest nastepujacy:
1 punkt zdajacy otrzymuje za zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia i zapisanie nieréwnosci
(2y +2)((2; + 2,0 — 3x,x;) < 9x, x5

2 punkty zdajacy otrzymuje za zastosowanie wzordw Vieéte'a i uporzadkowanie nieréwnosci
z niewiadomg a do postaci 3a° — 9a” + 7a — 2 < 0.

3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nieréwnoéci: a € (—oo,2).

Etap IV polega na wyznaczeniu czeséci wspodlnej rozwigzan nieréwnosci z etapu drugiego i trzeciego:
242 242
ac (—oo,l —T‘/_)U(l +T‘/_,2>.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Za ostatni etap 1 punkt moze zosta¢ przyznany tylko wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etapy
I1i [T rozwiazania albo poprawnie wykona etap II i popelni bledy w rozwigzaniu réwnania z etapu III,
albo gdy popelni bledy w etapie I1 i dobrze rozwiaze nieréwnos¢ z etapu I1IL

Lacznie za poprawne rozwigzanie calego zadania (podanie odpowiedzi) zdajacy otrzymuje 6 punktéw.

Zadanie 16. (0-7)

I11. Modelowanie 9.2. Stereometria.

matematyczne. Zdajacy okredla, jaka figura jest dany przekréj graniastostupa lub
ostrostupa plaszczyzna.

11.6. Rachunek rézniczkowy.

Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.

Przykladowe rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Graniastostup E'F'G'EFG jest graniastostupem prawidtowym tréjkatnym, gdyz tréjkaty ABC i EFG sa
podobne. Odleglos¢ przekroju EFG od plaszczyzny podstawy ostrostupa jest réwna wysokosci tego
graniastostupa.
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Tréjkat EFS jest podobny do tréjkata ABS, wiec:
|EF| |SK|
|AB|

|SD
Oznaczmy a = |EF|, a h=|DK|. Zatem:

a _ 16—

12 16

4a =48 — 3h

e 4
h=16 34

ho\ag

Objetos¢ graniastostupa jest okreslona wzorem:

V(a)= 24 2 -(16—%51)
V(a) = ﬁ(&az — %cﬁ), gdzie D: a € (0,12).
Aby zbadac, dla jakiego argumentu objeto$¢ jest najwieksza, wyznaczamy pochodng funkcji objetosci:
Vi(a)=4/3-(8a—a*), D'=D=(0,12)
Obliczamy miejsca zerowe pochodne;j:
V(a)=0e=a(8—a)=0
a,=0a,=8

Badamy znak pochodnej w dziedzinie:

V'(a)
T/—\
b+ ++++++ P -————- !’_'
T

V(a) > 0dlaa € (0,8)oraz V(a) < 0dlaa € (8,12).

Zatem objeto$¢ V(a) rosnie w przedziale (0, 8) i maleje w przedziale (8,12). Wynika stad, zedlaa = 8
objetos¢ graniastostupa jest najwicksza.
Obliczamy jeszcze wysokos¢ tego graniastostupa:

e 4 16
h=16 34=73

Zatem przekréj ostrostupa ABCS musi znajdowac sie¢ w odleglosci % od jego podstawy.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania mozna podzieli¢ na trzy etapy.

Etap I sklada si¢ z trzech czgéci:

a) wybdr zmiennej, np. a — krawedZ podstawy graniastostupa, i zapisanie za pomoca tej zmiennej

b) zapisanie objetosci graniastost leznosci od jednej zmiennej -V()—Lﬁ-(lﬁ—i)-
) zapisanie objetodci graniastostupa w zaleznosci od jednej zmiennej, np. a: V(a) = —5—{ 3ak

¢) okreslenie dziedziny funkcji V:a € (0,12).

wysokoéci graniastostupa: h = 16 — %a;
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Zdajacy moze otrzyma¢ maksymalnie po 1 punkcie za realizacje kazdej czgsci tego etapu, przy czym:

- jezeli w pierwszej czesci zdajacy popelni drobny blad rachunkowy, ktéry utrudnia znaczaco dalsze
obliczenia, i konsekwentnie poda objetos¢ graniastoslupa w zalezno$ci od jednej zmiennej, to
otrzymuje 1 punkt za realizacje¢ drugiej czgsci;

— jezeli w pierwszej czeéci zdajacy popelni blad merytoryczny, to otrzymuje 0 punktéw za pierwsza
i drugg czesc tego etapu;

- za poprawne wyznaczenie dziedziny funkcji zgodnej z geometrycznymi warunkami zadania zdajacy
otrzymuje 1 punkt niezaleznie od poprawnoéci realizacji poprzednich czesci tego etapu.

Etap 11 sklada sig z trzech czgéci:

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej V(a): V'(a) = /3 - (8a — a®);

b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej: a, = 0, a, = 8;

¢) uzasadnienie (np. przez badanie monotonicznosci funkgcji), ze funkcja V osiaga wartos¢ najwigksza
dlaa=8.

Za poprawne rozwigzanie kazdej czg¢sci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia czes¢
etapu zostala zrealizowana bezblednie.

Etap III

Obliczenie wysokosci graniastostupa dlaa = 8: h = %

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

t.acznie za poprawne rozwiazanie calego zadania zdajacy otrzymuje 7 punktéw.
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